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Yorwort 

LEBESGUE hat am Anfang dieses Jahrhunderts den Begriff des l\faf3es 
eingefiihrt, der eine Erweiterung des alteren Begriffes des Inhalts war. 
So schuf er die Moglichkeit, den Definitionsbereich des Inhaltes auf mehr 
Teilmengen der Zahlengeraden, allgemeiner eines euklidischen Raumes, 
zu enveitern. Es entstand dann die Frage, ob jede Teilmenge me.13bar ist. 
VITALI entdeckte 1905 die Existenz von nicht me.13baren Teilmengen 
der Zahlengeraden. Spater, als man abstrakte Maf3e auf Mengenkorpem 
bzw. Booleringen (Booleschen Algebren) einfiihrte, erhob sich, neben 
dem Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches des abstrakten 
Maf3es, auch die Frage, ob man auf einem beliebigen Mengenkorper bzw. 
Boolering ein nicht triviales Ma13, und zwar mit bestimmten Eigenschaf­
ten erklaren kann. Dies ist im allgemeinen nicht moglich; hier geht 
wesentlich die Strnktur des Mengenkorpers bzw. des Booleringes in das 
Problem cin. Diese Frage ist fiir die \Vahrscheinlichkeitstheorie von 
besonderer Bedeutung, weil man in dieser Theorie die Zufallsereignisse 
mit abstrakten Mengen oder mit Elementen eines Booleringes darstellt 
und die Wahrscheinlichkeit als ein normiertes und in gewissen Fallen 
strikt positives l\faf3 betrachtet. Ober die Strukturtheorie der \Vahr­
scheinlichkeitsfclder und -raume sind deshalb in den letzten Jahrzehn­
ten viele Untersuchungen angestellt warden. In dem vorliegenden Be­
richt haben wir versucht, das \,Vichtige davon zusammenzustellen. Ein 
grof3er Teil des Berichtes wird den verschiedenen Arten der Unabhan­
gigkeit und dem Begriff des cartesiscl~en Produktes gewidmet, Begriffe, 
die hauptsachlich aus Problemen, der Wahrscheinlichkeitstheorie ent­
standen sind und cine gro13e Rolle bei' · der Charakterisierung der 
Struktur der Wahrscheinlichkeitsfelder spielen . 

Herrn Privatdozcnt Dr. HEINZ BAUER (Hamburg) habe ich fiir die 
zahlreichen kritischen Bemerkungen und Verbesserungsvorschlage, sowie 
fiir <las miihevolle Lesen von Manuskript und Korrekturen herzlich zu 
danken, ferner den Herren Prof. Dr. KLAUS KRICKEBERG (Heidelberg), 
Dr. WERNER UHLl\lANN (Hamburg), Dipl.-1\fath. PAUL GEORGIOU und 
Dipl.-Math. ANASTASSIOS MALLIOS (Athen) fiir das Lesen der Korrek­
turen und ihre Ratschliige. Dem Springer-Verlag sei gedankt fiir die 
sorgfaltige Ausstattung. des Buches. 

A then, November 1959 

Demetrios A. J{appos 
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Einleitung 

1. Die ersten Begriffe und Sa.tzc der Wahrscheinlichkeitstheorie 
wurden gebildet bei der mathematischen Behandlung der Gliickspiele. 
Am Anfang konnte man sichin dieserTheoriemitelementaren mathemati­
schen Hilfsmitteln aushelfen. Die benutzten l\lethodcn waren jedoch 
nicht befriedigend und exakt genug. Die grof3e Bedeutung auf3erdem, 
die diese Theoric in w1screm Jahrhundert als Hilfswissenschaft bei zahl­
reichen anclcren \Vissenschaften erlangte, verlangte nach neuen mathe­
matischen l\fothodcn uncl Begriffsbildungen, um die neu entstandenen 
Probleme zu bewaltigen. Den mathematischen Apparat dazu lieferte 
hauptsachlich die gleichzcitig hochcntwickelte Maf3- und Integrations­
theoric. In der Gegenwart sind die maf3theoretischen Methoden so weit 
in die Wahrscheinlichkeitstheorie cingedrungen, daf3 man behaupten 
kann, die Wahrschcinlichkeitstheorie sei ein Teilgebiet der abstrakten 
Maf3- und Integrationstheorie. Hiermit vcrliert sie jedoch nicht voll­
standig ihrc Eigcnart. Viele ihrcr Begriffe konnen maf3thcoretisch for­
muliert und behandelt werden, sie wurden aber zuerst bei \Vahrschein­
lichkeitstheoretischcn Problemen gepragt und offneten so cler l\faf3- und 
Integrationstheoric neue Gebiete und Methoden. 

2. Einc systematische Einfiihrung von maf3theoretischen Methoden 
in die Wahrscheinlichkeitstheorie geschah zuerst im Heft 3 des zweiten 
Bandes der Ergebnisse clcr Mathematik uncl ihrer Grenzgebiete, clas von 
A. KoLllIOGOROFF mit dem Ti tel: Grundbegriffe der Wahrscheinlich­
keitsreclmung im Jahre 1933 geschrieben wurde. Der Kolmogoroffsche 
Standpunkt zur mathematischen Grundlegung der Wahrscheinlichkeits­
theorie wurde vom statistischen Standpunkt aus <lurch die Kritik 
von W. \VALD (Die Widerspruchsfreiheit des Kollektivbegriffes, Ergeb­
nisse eincs math. Kolloquiums, Heft 8, Wien 1937) an der von Mises­
schen statistischen Begriindung der vVahrscheinlichkeitstheorie gefordert. 
Das Biichlein von KoLMOGOROFF bildete in den drei letzten Jahrzehnten 
die Gruncllage der mathematischen Forschung in der Wahrscheinlich­
keitstheorie. Neuerdings sind systematische Lehrbiicher herausgekom­
mcn, die maf3theoretisch die \Vahrscheinlichkeitstheorie oder gewisse 
Teilgebiete von ihr behandeln. Wir werden deshalb in unserem Heft 
nicht <las wieclerholen, was schon systematisch geschehen ist, sondern 
uns auf eine spezielle Frage beschranken, die sowohl die Wahrschein­
lichkeitstheorie als auch die Maf3theorie betrifft, namlich die Frage der 

Ergcbn . d. 1111\lhem. N. F. Il. 24, Rnppos 1 



2 Einleitung 

Struktur der \,Vahrscheinlichkeitsfelder. In den zwei letzten Jahrzehnten 
ist in dieser Rich tung viel geforscht warden, was bis heute nicht systema­
tisch zusammengestellt ist. 

3. Die van C. CARATHEODORY eingeflihrte abstrakte l\fal3theorie 
auf Booleringen erlaubt einen besseren Dberblick iiber die Struktur der 
Wahrscheinlichkeitsfelder. Mit Hilfe dieser Theorie kann man auch fol­
genden Mangel, mit dem die mengentheorctische Begriindung der Wahr­
scheinlichkeitstheorie behaftet ist, beheben (vgl. KAPPOS [1, 4, 5], 
KoLMOGOROFF [2]). Bei der Erklarung namlich der Ereignisse als mel3-
baren Teilmengen einer Grundmcnge E, deren Elemente (Punkte) auch 
als elementare Ereignisse betrachtet werden, ist man gezwungen, ge­
wissen Ereignissen (Nullmengen, d. h. l\1engen mit dem l\1al3 Null) die 
vVahrscheinlichkeit Null zuzuordnen, obwohl diese Ereignisse ver­
schieden vom unmoglichen Ereignis (leere Menge), also realisierbar sind. 
Entsprechend mul3 man unter Umstanden Ereignissen, die verschieden 
van der Gewil3heit (Grundmenge E) sind, die Wahrscheinlichkeit 1 zu­
ordnen. Aul3erdem betrachtet man gewisse Teilmengen der Grundmenge 
(nicht mel3bare Teilmengen) nicht als Ereignisse, obwohl die Punkte, 
aus welchcn diese l\fongen bestehen, als realisierbare Ereignisse betrachtet 
werden. Dberhaupt ist der Begriff des elementaren Ereignisses (Punktes) 
bei Grundmengen (l\Ierkmalraumen) von einer l\fachtigkeit > No 
cine kiinstliche (ideelle) Erfindung fiir die Wahrschcinlichkeitstheorie 
(vgl. Ko11110GOROFF [2]), der mit Hilfe von konkreten Ereignissen ein­
gefiihrt 1 wird. Bei der men gen theoretischen Begriindung der Wahrschein­
lichkei tstheoric stellt man jedoch diesen kiinstlichen Begriff in den Vor­
dergrund und erklart hicrmit Ereignisse, die eventuell einen konkreten 
Sinn habcn, als Mengen van solchen Punkten. Aul3erdem wird cine wichtige 
Eigenschaft der Wahrschcinlichkeit, namlich die a-Additivitat (Total­
additivitat) bei der mengentheoretischen Begriindung der Wahr­
scheinlichkcitstheorie axiomatisch gefordert aber nicht geniigend gerecht­
fertigt; sie folgt bekanntlich nicht aus der endlichen Additivitat, die 
cine natiirlichc und empirisch gerechtfertigte Eigenschaft der Wahr­
scheinlichkcit ist. 

Um solche Mangel der mengentheoretischen Begriindung zu ver­
mciden, erklarcn wir im Kapitel I ein Wahrscheinlichkeitsfeld als einen 
Boolering mit eincr strikt po::itivcn und additiven Wahrscheinlichkeit. 
Wahrscheinlichkeiten, die die Eigenschaft cler strikten Positivitat nicht 
bcsitzcn, bczeichnen wir als Quasi-Wahrscheinlichkeitcn. Im Kapitel II 

1 Z. B. betrachtet man beim Problem der abzahlbaren \Viederholung 
eines zweigliedrigen Versuches als Merkmalraum (Raum der clementaren Er­
eignisse) die Gesamtheit aller abzahlbaren Folgen x,., ,, = l, 2, .. . , wobei 
x,, = 0 ocler 1 bedeutet. Die Menge der elcmentaren Ereignisse ist also 
i.iberabzahlbar. Hochsteris abzahlbar viele aber davon, oder in manchen 
Fallen i.iberhaupt keins davon , konnen eine \Vahrscheinlichkeit * 0 haben. 
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zeigen wir, wie man stets durch eine metrische Erweitenui.g des ,vahr­
scheinlichkeitsfeldes die wichtige Eigenschaft der a-Addi ti vi tat der Wahr­
scheinlichkeit erhalten kann. Erst im Kapitel III fiihren wir den Be­
griff des Wahrscheinlichkeitsraumes der klassischen Theorie ein und zei­
gen, da/3 jedes Wahrscheinlichkeitsfeld stets durch einen Wahrscheinlich­
keitsraum dargestellt werden kann derart, da/3 die Wahrscheinlichkeit bei 
dieser Darstellung die Eigenschaft der a-Addivitat besitzt. Umgekehrt 
kann man aber aus einem \Vahrscheinlichkeitsraum durch Bildung von 
Restklassen modulo Nullmengen zu einem ,vahrscheinlichkeitsfeld iiber­
gehen. Die beiden Theorien leisten deshalb dasselbe. '\,Viinschenswert 
ware a ber, alle bekann ten Pro bleme der ,v ahrscheinlichkei tstheorie direkt, 
d. h. ohne Dbergang zu einem ,vahrscheinlichkeitsraum, zu formulieren 
und zu beweisen und dies deshalb, weil wir glauben, da/3 dann nicht nur 
bekannte Resultate iibersichtlicher werden, sondern auch die clirekten 
Methoden leichter zu neuen Erkenntnissen fiihren werden. Dies zeigen 
z. B. die direkten Methoden, die neuerdings K. KRICKEBERG [1, 2] 
in seinen Untersuchungen in der Theorie der stochastischen Pro­
zesse anwendet. Solche Fragen beschaftigen uns nicht in unserem Heft. 
Wir hoffen aber, da/3 dieser Standpunkt der Begriindung der \Vahrschein­
lichkeitstheorie, dessen Wichtigkeit auch K0LMOGOROFF neuerdings be­
tont ([2]), das Interesse fiir Untersuchungen dieser Art anregen wird. 

4. Der Begriff des cartesischen Produktes mit beliebig vielen Fak­
toren, wie auch die Begriffe der verschiedenen Arten der Unabhangig­
keit sind aus Problemen der ,vahrscheinlichkeitstheorie entstanden und 
spielen cine grol3e Rolle fiir die Charakterisierung der Struktur der ,vahr­
scheinlichkeitsfelder. In dieser Richtung ist besonders viel von polni­
schen Mathematikern geleistet worden. Diesen Begriffcn widmen wir 
die iibrigen Kapitel unseres Heftes. In Nr. 17 berichten wir iiber die 
nicht separablen invariantcn Enveitenmgen des linearen Lebesgueschen 
:Mal3es. Diese interessante Theorie, die auch in grol3em Zusammenhang 
mit dem Begriff der Unabhangigkeit steht, verdankt man S. KAKUTANI 
und J. C. OXTOBY. 

Neuerdings hat A. R:ENYI eine Verallgemeinerung des Begriffcs des 
,vahrscheinlichkeitsraumes eingefiihrt, die for viele Anwendungen der 
,vahrscheinlichkeitstheorie bedeutsam ist. Am Schlul3 des Heftes berich­
ten wir einiges dariiber, besondcrs iibcr die Strukturtheorie von solchen 
Raumen. Eine direkte Formulierung auch dieser Theorie ware wiin­
schenswert. 

1* 



Kapi tel I 

1. Der Begriff des Wahrscheinlicbkeitsfeldcs 

1.1. Definition. Ein W alzrsclzei11lichkeitsfeld (kurz: W-Feld) ist cine 
nicht leere Menge ~. genannt Feld, von Dingcn: a, b, .. . , x, y, . . . 
genannt Ereig11isse, mit folgenden Eigenschaften: 

ex) ~ ist versehen mit der algebraischen Struktur eincs Booleringes 
mit Einlzeit e (vgl. Anhang Nr. 1) 1 . 

{J) Auf ~ ist eine eindeutige, reellwertige Funktion w, genannt Wahr­
scheinliclzkeit (kurz: \V.) dcfiniert, die folgende Eigenschaftcn besitzt : 
w(x) ist . 

{31) strikt positiv, d. h. w (x) ~ 0, und zwar gleich Null dann und nur 
dann, wenn x = 0 ist, wobei 0 die Null des Booleringes tr bedeutet; 

{32) normiert, d. h. w (e) = 1, wobei e die Einheit von tr bcdeutet; 
{33) addit-iv, d. h. w(x Vy)= w(x) + w(y), falls x y = 0. 

Ein \V-Feld wird kurz mit m, w) bezeichnet uncl auch clas Feld ij 
mit der W. w genannt. 

Es sei 5.8 ein Boolering. Kann auf 5.8 eine Funktion w definiert werden, 
die die Eigenschaften (3, /31, /32, /33 besitzt, so sagt man ,,Der Boolering 5.8 
kann eine fV. tragen" oder ,,Der Booleriug 5.8 hann als ein W-Feld (5.8, w) 
erk/ii.rt werden" . Die Beispiele dcr folgenden Nr. 2 wcrdcn zeigen, da8 
der Begriff des W-Feldes nicht leer ist, denn gewisse sehr wichtige 
Klassen von Booleringen konncn Wahrscheinlichkeiten tragen . In 
Nr. 4 wird jedoch gezeigt, da8 es Booleringe gibt, die kcine W. tragen 
konnen. 

1.2. Quasi-Wahrschcinlichkcit. Verlangt man von dcr W. statt der 
Eigenschaft (31) eine schwii.chere Eigcnschaft, nii.mlich 

/Ji) w(x) ist 11£clzt negativ, d. h. es gilt w(x) ~ 0 fiir jedes xE tY, 
so wird dann in Nr 4 gezeigt, daJ3 jeder Boolering 5.8 cine solche \V., die 
wir als cine Quasi-W. bezeichnen, stets tragen kann. Ein Feld~ mit einer 
Quasi-W. v wird dann als ein Quasi-W-Feld bezeichnet. 

1.3. Eigcnschaftcn dcr Wahrschcinlichkeit. Man zeigt leicht folgcnde 
Eigcnschaften der W.: 

1 Im folgenden kommel' nur Booleringe mit Einheit in Betracht; deshalb 
ist unter einem Boolering stets genauer ein Boolering mit Einheit zu ver­
stehen. 
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/J4) Die W. wist eine streng monoton wachscndc Funktion, d. h. aus 
x~ y folgt w(x) < w(y), und zwar ist w(x) <w(y), wenn aul3erdem 
x =!= y, d. h. wenn x C y ist. 

/J5) Fiir beliebige x, y E ~ gilt: w (x) + w (y) = w (x Vy) + w (-~ y). 
{]6 ) w(xc) = 1-w(x) fiir jcdes xE u;. 
/J7) Fiir beliebige x1, x2, ••. , xk E u; gilt: 

w(x1) + w(x2) + · · • + w(xJ > w (x1 V x2 V · · · V xk), 

mzd zwar dann 1md 1mr da,m Gleiclzheit, wenn X; xi = 0 fiir alle Paare 
i, i mit i =I= i gilt. 

/38) w (x) = 1 dann mzd -mtr dann, wenn x = c. 
{J9) Boolesclze Formel. Fiir beliebige x1, x2, ••• , xkE u; gilt: 

w(x;) > w(x1 x2 • • • xk) > 1-w(ri) -w(x~) - · · · -w(~i), 
i = 1, 2, . .. , It. 

Bemerkirng. Die Eigenschaften /J5 , {]6 und /J9 gelten auch fiir die 
Quasi-W. Die Eigenschaft {]4 gilt in der sch,vacheren Form: 

flt) Die Quasi-W. ist monoton nicht abnehmend, d. h. aus x ~ y 
folgt w (x) ~ w (y). 

Die Eigenschaft /J7 gilt mit der ,A.nderung': und zwar dann Gleich­
heit, wenn fiir alle Paare i, i mit i =I= i gilt X; X; = 0. 

Fiir die Quasi-W. konnen Elemente x =!= 0 bz,v. x =!= e vorhanden 
sein mit w (x) = 0 bzw. w (c) = 1. 

Die Eigenschaft fJ5 der W., die, ,vie bereits bemerkt wurde, auch fiir 
die Quasi-vV. gilt, lal3t sich fiir drei Elemente x1 , x2 , x3 erweitem. Wir 
haben namlich zuerst nach /J5 : 

w(x1) + w(x2) = w(x1 V x2) + w (x1 x2), 

also clurch wcitere Anwenclung von {]5 : 

w(x1) + w(x2) + w(x3} = w(x1 V x2) + w(x1 x2) + w(x3) 

= w(x1 V x2 V x3) + w(x1 x3 V x2 x3) + w(x1 x2), 

also schlieBlich : 
/J~) Fiir beliebige x1, x2, x3 E IT gilt: 

W ( x1} + W ( x2) + W ( X3) = W ( X1 V x2 V x3) + 
+ w(x1 x2 V x1 x3 V x2 x3} + w(x1 x2 x3). 

Durch vollstandige Induktion zeigt man folgende Eigenschaft der W. 
bzw. der Quasi-W.: 

{Jg} Fiir belicbige x1, x2, ••• , xn E IT gilt: 
n · n . 

.1: w(x,J = ~ w( V (\xvi), 
k = 1 k = 1 p £ sn, k i :'i. k 

wobei 5n,k die Gesamtheit aller Folgen natiirlicher Zahlen 

P = {P1, P2, •.. , Pk} mit 1 ~ P1 < · · · < pk < n bedeutet. 
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1.4. Wahrscheinlichkeitstheoretiscbe Interpretation der Relationen 
und Operationen der Algebra eines W-Feldes. Die Interpretation der 
Relationen und Operationen der Algebra eines vV-Feldes ruhren im 
wesentlichen her von der Theorie der Gliickspiele. Da die Ereignisse 
in der Theorie der Gliickspiele ge,vissen Aussagen entsprechen 1, pflegt 
man bei dieser Interpretation meistens die Sprache der naiven Logik 
(Algebra der Logik) zu vcrwcnden (vgl. HILBERT-ACKERMANN, Grund­
zuge der theoretischen Logik, 3. Auflage, 1949), d. h. 

a<;, b 
af\b=ab 
aVb 

wird interpretiert: aus a folgt b. 
a und b. 

ac 
afb 
a-b 
0 bzw. x = O 

c bzw. x = c 
x =l= 0 und x =l= c ,, 

ab= O 

w(aVb)=q 

w (ab) = p 

usw. 

In einem W-Feld (e;, w) geltcn: 

a oder b (mindestcns ems von a 
oder b). 
nicht a. 
a oder b, jedoch nicht a und b. 
a und nicht b. 
Unmoglichkeit bzw. x ist unmog­
lich. 
GewiBheit bzw. x ist gewiB. 
x ist moglich (realisicrbar) oder x 
ist einc Moglichkeit (Rcalisierbar-
keit). 
a und b sind unvcreinbar (unvcr­
traglich) . 
Die \V. daftir, daB mindestens eins 
der Ercignisse a oder b eintritt, 
ist glcich q. 
Die 'vV. daftir, daB die Ereignisse 
a und b glcichzeitig eintreten, ist 
glcich p. 

w (x) = P mit O < p < 1 ist gleichwertig mit: x ist moglich, 
w (x) = 0 ist gleichwertig mit: x ist unmoglich, 
w (x) = 1 ist gleichwertig mit: x ist gewiB. 

Bemerkung. Im folgenden betraclzten wir ein fiir allemal Felder mit 
mindestens einem moglicl1en Ereignis, d. It. einem Ereignis x mit x =l= 0 
und x =l= e. Das soge11an11le mzeigentliclze Feld 1t = {0, e} mit w(O) = 0, 
w (e) = 1 schlief]en wir von 1mseren allgemeinen BetracMztngen aus. Falls 
dieses Feld benutzt wird, werden wir es besonders betonen. 

1 Z. B. im Felde des einmaligen Miinzenspieles hat man als Ereignisse 
die folgenden Aussagen: ,,es erscheint Kopf", ,,es erscheint Adler", ,,es 
erscheint Kopf oder Adler = Gewil3heit", ,,es erscheint Kopf und Adler 
= Unmoglichkeit". 
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1.5. W-Unterfelder. Es sei ({Y, w) ein W-Feld. Eine Teilmenge 5S 
von ll> bildet ein W-Unterfeld (5S, w), wenn gilt: 

u1) 5S enthalt 0, e und mindestens ein mogliches Ereignis x Ell,, d. h. 
ein x =!= 0 und e. 

U2) 5S ist ein Booleunterring von {Y, cl. h. aus X, y Em, folgt X y E 5S 
und X + yE m. 

u3) Jedem x E 5S ist die W. w (x) gcnau wie in {Y zugeordnet. 

Analog wircl ein Quasi-W-Unterfeld eines Quasi-W-Feldes definiert. 
Man zeigt leicht, daJ3 ein W-Unterfeld (\3, w) eines W-Feldes (IT;, w) 

fiir sich auch ein W-Feld ist, d. h. die Einschrankung (Restriktion) der 
W. w auf 5S alle Eigenschaften {31 bis /33 besitzt. Jede Teilmenge Sr 
von IT;, die mindestens ein mogliches Ereignis x von IT; enthalt, erzeugt 
stets ein W-Unterfeld (Sl'0, w) von ({Y, w) iiber Sl'. Man braucht na.mlich 
nur den kleinsten Booleunterring Sl'0 in IT; iiber Sr zu bilden (vgl. Anhang 
Nr. 5.9) und auf Sl'0 die W. w nach u3) zu definieren. 

1.6. Isometric von W-Feldern. Zwei W-Felder (IT;, w) und (@, v) 
heiJ3en isometrisch, wenn cine Isomorphie f des Booleringes IT; auf den 
Boolering@ existiert mit w(x) = v(f(x)) fiir jecles xE IT;. 

2. Beispiele von "\V-Feldern 

2.1. Ein endliches W-Feld. Es sci E = {~1• g2 , ••• , ~n} eine endliche 
Menge von Punkten tv t2, ••• , tn, 1t > 1. ·weiter seien P1, P2, ••• , Pn 
reelle Zahlen mit O <Pi< 1, i = 1, 2, ... , 1t und P1 + P2 + · · · + Pn 
= 1. Man betrachtc die Gcsamtheit IT;" aller Teilmengen von E, ver­
sehen mit der mcngcnalgcbraischen Struktur, als ein Feld (Boolemengen­
ring) g;n. Man setze fiir jede Teilmenge {t;,, ti,• ... , ;;k} von E 
w({;,·,, ;;,, ... , ;;k}) = P;. + p,., + · · · + p,.

1
, und fiir die leere Menge 0, 

w(0) = O; dann ist (IT;", w) ein W-Feld mit endlich vielen Ereignissen, 
namlich 2" Ereignissen. Da jeder abstrakte Boolering \3 mit endlich 
vielen Elementen atomar ist und zum Boolemengenring allcr Tcilmengen 
einer endlichen Grundmenge E isomorph ist, so kann stets ein solcher 
Boolering \3 zu einem W-Feld erkla.rt werden. 

2.2. Das W-Feld aller Teihnengen einer Grundmenge von abzahlbar 
unendlich vielen Punkten. Es sei E eine Grundmenge von abza.hlbar 
unendlich vielen Punkten: ; 1, ; 2, • • • und es seien p, reelle Zahlen 

00 

mit O < p, < 1, i = 1, 2, ... und -~ p, = 1. Man betrachte die Gesamt-
i=l 

heit ~K• aller Teilmengen von E, versehen mit der mengenalgebraischen 
Struktur, als ein Feld (Boolemengenring) ijK• und ordne jeder endlichen 
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• bzw. unencllichen Teilmenge {~i,• ~i,• ... , ~ik} bzw. {~;,, ~;,, ... } von E 
als \V.: 

w ({~i,, t,, • • •• ?ik}) = P,-, + P.-, + · · · + Pik bv.v. 
00 

w ( {~;,, ~; •.... }) = ..J: P;. 
V= l 

und w (0) = 0 der leeren Menge 0 zu. Dann ist (~N•, w) ein W-Feld mit 
iiberabzahlbar vielen Ereignissen, denn die l\fachtigkeit der Menge ~N• 

ist bekanntlich c (= Machtigkeit des Kontinuums). Der Boolering iYN' 
ist auch atomar. 

2.3. Das W-Fcld cincs Systems von frcien Ereignissen. Ein fiir die 
\V-Theorie typisches Beispiel ist das sogcnannte W-Feld eines Systems 
von freien (unabhangigen) Ereignissen. Gegeben sei ein System x = 
{x;},c1 von Symbolen X;, i EI, wobei I eine beliebige nicht leere Menge 
von Indizes i mit einer beliebigen l\fachtigkeit I I I =mist. Dann zeigt man 
in der Verbandstheorie, c1al3 ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter 
Boolering ~111 existiert mit folgenden Eigenschaften: 

tX) Es ist X ~ \B 111 uncl m111 ist der kleinste Boolering im folgenden 
Sinne: Der kleinste I enthaltende Booleunterring von mm ist gleich \Em. 

(J) J ede eindeutige homomorphe Abbildung (= Einbettung) <p 
von X in einen andcren Boolering m kann stets zu einem Homo­
morphismus von 58m in m erweitert werden. 

)fan bezcichnct mm als den / reicn Boolering von m freien Erzeugern 
{x;}id• \Vir wollen hier diese Tatsache nicht beweisen, jedoch einiges 
iiber die Struktur von m111 erwahnen, was fiir die Definition einer W. in 
i1 von ~ u tzen ist. 

lll • (. • • ) 

Es se1 h• i2, ••.,inf• n > 1, cine endliche Teilmenge von I; dann 
bezeichnen wir den Ausdruck: 

(M): Yi, Yi,··· Yin• wobei Y;1 = x,-, oder= xt= e + X;
1 
fiirj = 1, 2, ... , nist, 

als cin klo11om uncl h, £2, ••• , i,.} als seine Lange. Ein Monom ist 
stets =!= 0 uncl =l= e. Zwei l\fonome sind dann uncl nur dann gleich, 
wenn sie bei geeigneter Umorclnung clieselbe Lange besitzen und ihre 
Faktoren fiir alle Inclizes iibereinstimmen. Zwei Monome sind dann und 
nur dann fremd (unvertriiglich), wenn ihre Langen einen nicht leeren 
Durchschnitt haben und fiir mindestens einen gemeinsamen Index die zu­
aeordneten Faktoren komplementar sind. 
i:, Es sci b E \Em, b-:- 0, dann folgt aus der Eigenschaft ex) von 58m, 
dal3 b stets als eine Vereinigung von endlich vielen Monomen darstellbar 
ist. Es gibt offenbar einc Darstellung von b als Vereinigung von paar­
weise unvertraglichen l\fonomcn mit gleicher Lange, eine sogenannte 

51,mmetri~che Darstellung; wenn auf3erdem b =!= e, so gibt es untcr allen 
symmetnschen J?ars.~ellunge_n von b genau ein: mit minimaler Lange 
( dcr :Monome), . die." _Ir als die 1~ormale symmetnsche Darstellung vo~ b 
dnrch Monome bezeichnen. W1r bemerken, da/3 das Element 0 keme 
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Darstellung <lurch Monome besitzt. Das Element e dagegen besitzt solche 
Darstellungen, jedoch nicht eine eindeutig bcstimmte normale symmetri­
sche Darstellung <lurch :Monome. 

2.31. ErkliirungeinerWahrscbeinlichkeitauf 58m· Esseien P;,q;Zahlen 
mit O <P; <l, 0 <qi <1 und Pi+ qi= 1, iEI. Wir setzen l. w(0) = 0, 
2. w(x;) = P;, w(x~) = q;, 3. w(yi, Yi,··· Yin)= w(y,-.) w(y;,) · · · w(yi) 
fiir jedes Monom (M). 4. 1st b ein beliebigcs Element in 58m mit b =t= 0 
und b =t= e, so gibt es eine Darstellung b = a1 V a2 V · · · V ak mit 
a1 , a2 , ••• , ak paarweise unvertraglichen l\Ionomen. \Vir setzen dann 

w (b) = w (tli) + w (a2) + · · · + w (ak). 

Die so definierte W. w au£ 58111 ist eindeutig (unabhangig von der Dar­
stellung eines Elementes von 58m <lurch Monome); strikt positiv, nor­
miert und additiv. Hiermit ist (58111 , w) ein \V-Feld, welches wir als das 
W-Feld eines Systems von nt freien (unabhangigen) Ereignissen {xJicI 
bezeichnen. 

Bemerkung. Die bei :der Definition der \V. w auf 58m benutzte 
Bedingung 3 charakterisiert die sogenannte w-Unabhangigkeit des Sy­
stems der Ereignisse {x;hcI (vgl. Nahcres, Kapitel V). Die Eigen­
schaft eines l\fonomes =t= 0 zu sein charakterisiert die sogenannte alge­
braische Unabhangigkeit (Freiheit) der Ereignisse {x;hcI· Wir bemer­
ken, da/3 Wahrscheinlichkeiten auf 58m definierbar sind, die die Bedin­
gung 3 nicht erfilllen. 

2.4. Intervallfelder (Felder mit geordneter Basis). Ein Boolering 58 
ht:il3t ein Boolering mit einer geordneten Basis, wenn ein Untersystem @5 

von 58 existiert, das beziiglich der Relation~ eine Kette (= eine linear 
geordnete Menge) ist und 58 erzeugt, d. h. der kleinste Booleunterring 
in 58 iiber @5 fallt mit 58 zusammen. @5 hei/3t dann eine geordnete Basis 
von 58. 0. B. d. A. wird angenommcn, da/3 @5 die Elemente 0 und e 
enthalt, denn, falls dies nicht zutrifft, kann man sie zu @5 adjungieren. 
Es sei 58 ein Boolcring mit einer geordneten Basis @5, dann zeigt man 
leicht, da/3 jedes Element x E 58 eindeutig in der Form 

(L1) 
ti- 1 

x = V (s2 i+ 1 s~i), 
i=O 

wobci So, S1, •• • , Sz11-l Ee, S:1 C Sj+l• Sj = e + S;, i = 0, 1, 2, ... , 2n-1, 
darstellbar ist (vgl. HORN and TARSKI [1], S. 484). 

Die Booleringe mit geordneter Basis spielen in der W-Theorie eine 
sehr wichtige Rolle. Man kann zeigen, da/3 jeder Boolering mit einer 
abzahlbaren Basis stets auch eine geordnete Basis besitzt (vgl. Nr. 10, 
Satz 4). Au/3erdem kann jeder Boolering mit einer geordneten Basis als 
ein Intervall-Boolering dargestellt werden. Die letzteren Booleringe 
erklart man folgenderma/3en: 
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Es sei I( eine Kette (= eine linear geordnete Menge). Es bezeichne 
< die lineare Ordnung in K.. 0. B. d. A. nehmen wir an, dal3 J{ ein 
erstes Element O und ein letztes Element 1 besitzt, sonst adjungieren wir 
sie zu K.. Wir betrachten die Menge: E = {; E J(: 0 < ; < 1 }, als eine 
Grundmenge und bezeichnen mit 6 die Gesamtheit aller Intervalle der 
Form: Ip = {; E J(: 0 <; < /3} filr jedes f3 EK, I 0 = 0 = leere Menge. 
Es bedeute \ll: (]() den kleinsten Karper (Booleunterring) von l,l3 (E) 1 

iiber 6. Dann gilt auch hicr, dal3 jedes Element XE \ll: (]() eindcutig in 
der Form: 

n-1 
(LI*) .X= V II r ) 

. \ /J21 + l P2 i ' 
t=O 

wobei O < /3i ~ 1, {31 EK, {31 < /3;+ 1 , Ip,= E t Ipj, j = 0, 1, ... , 2n-1, 
dargestellt werden kann; denn 2((1() ist ein Boolering mit der geordneten 
Basis G, die zu der Kette J( isomorph ist. Den Boolering \l( (]() bezeich­
nen wir als den Intervall-Boolering, der der J(ette J( entspriclzt. l\Ian kann 
nun auch umgekehrt zeigen, dal3 jeder Boolering mit einer geordneten 
Basis isomorph zu einem Intervall-Boolering ist. Es sei namlich ~ ein 
Boolering mit der geordneten Basis 6, dann ist 6 eine Kette mit erstem 
und letztem Element. Es entspricht ihr daher ein Intervall-Boolering 
m ( 8), der off en bar isomorph zu ~ ist. 

Ein W-Feld (IT;, w), wobei IT; ein Boolering mit geordneter Basis bzw. 
ein Intervall-Boolering ist, bezeichnen wir als ein \V-Fcld mit geord11eter 
Basis bzw. als ein lnten:allfcld. 

Es erhebt sich nun die Frage, wann ein Boolering mit geordncter 
Basis oder, was dasselbe bedeutet, ein Intervall-Boolering zu cinem 
W-Feld erklart werden kann. \Vir gcben zuerst ein wichtiges Bei­
spiel eines Intervallfcldes. 

Beispiel 1. Es bezeiclme J( die Kette allcr reellen Zahlen zwischen O 
und 1. Dieser Kettc cntspricht ein Intervall-Boolering \2{ (K). Die Ele­
mente der geordneten Basis 6 von \2( (K) sind dann reellc halboffene 
Intervalle: Ip= [O, /3) fiir alle reellcn Zahlen mit O ~ f3 < 1. Wir defi­
nieren nun eine Funktion :i auf \2{ (K) wie folgt: 

n (I/321 + 1 • lp2 ,) = /32;+ 1 -/32i 
und Hir jedcs X~ \l((K) mit einer Darstellung (LI*) 

n-1 n-1 

(n) :i (X) = i~: n ( lp21 + 1 • lp2 ,) = i~o (/32; + 1 - /J2;)-

Es ist off en barn (E) = 1 und n (0) = 0 und die so clefinierte Funktion :i 
auf 2{ (K) besitzt die Eigenschaftcn einer W., cl. h. (2! (K), n) ist ein 
Intervallfeld, welches der geordneten Menge E = {;: 0 <; < 1} der 
reellen Zahlen des halboffenen Intervallcs [O, 1) entspricht. 

1 ~ (E) bedeutet den Boo!emengenring aller Tcilmengen der Grund­
menge E. 
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Beispiel 2. Es sci R die Kette der reellen eigentlichen und uneigent­
lichen Zahlen mit - oo als erstem und + oo als letztem Element. vVir 
ordnen R den Intervall-Boolering 2( (R) zu. Die geordnete Basis CS von 
2{ (R) besteht dann aus allen Intervallen reeller Zahlen der Form: 
Ip= [-oo, /3) = {;: -oo::;;; </3} fi.ir alle reellen Zahlen {3 mit 
-oo -s;, fJ -s;, + oo, L 00 = 0, 1+ 00 = E = {g: -oo < g < + oo}. Der 
Intervall-Boolering \\{ (R) ist isomorph zum Intervall-Boolering \U(K) 
des Beispiels 1. Jede reellwertige Funktion <p auf (-oo, + oo), die 
stetig und streng monoton wachsend ist und fur welche lim <p (g) = 

e--oo 
<p(-oo) = 0, lim cp(g) = 1 gilt, bildet eineindeutig die Kette Rauf 

e->-+oo 
die Kette K = [O, 1] unter Erhaltung der Ordnungsrelation -s;. ab. CS ist 
dcshalb isomorph zu 6 und diese Isomorphie la.13t sich zu einer Isomor­
phic von 2{(.R) auf ~{ (K) erweitern. Da wir fi.ir jedes Element XE 2{ (R) 
auch eine zu (Ll*) analoge eindeutige Darstellung haben, namlich: 

n-1 

X = V (1';,
2
,+1 • ~

2
J mit - oo -s;. IXµ -s;, + oo, IXµ <IXµ+ 1 , µ = 0, 1, 

•=0 
... , 2 n - 1,T;_ = E t I"', so konnen wir auf \\! (R) auch eine W. n defi­
nicren, indem wir 

ii (Yp Yµ·) = cp (fJ) - cp (/J') fur fJ < fJ' 

und ii (X) analog zu der Formel (n) definieren, d. h. 

(Ll **) 

und 
ii (0) = 0. 

Das so definierte W-Feld (~{ (R), n) bezeichnen wir als das Intervallfeld, 
welches der geordneten Menge E = {; : - oo ::;; g < + oo} allcr reellen 
Zahlcn g des ha!boffcnen Intervalles [- oo, + oo) entspricht. Das W­
Fcld (m (R), n) ist zum W-Feld (~l(K), n) des Beispiels 1 isomctrisch. Es 
bestcht namlich die Isometric 

CS 3 [-oo, g) ,.__ [0, <p(g)) E CS 

zwischen den geordneten Basen dieser Felder, die sich zu einer Isometric 
zwischen den Feldern erweitern HHlt. 

Bemerkung. Jede reellwr.rtige Funktion 7P auf (-oo, + oo), die 
streng monoton wachsend ist und fur welche Jim 7P (g) = 7P (- oo) = 0 

e->--oo 
und Jim 7P (g) = 7P ( + oo) = l1 gilt, also jede sogenannte Verteilungs­

e-+oo 

1 Die letztere Forderung kann ersetzt werden durch: <p ist auch filr 
; = - = und + = definicrt und streng monoton wachsend in 
- = .::;; ~.::;; + = mit <p(- =) = 0, <p( + =) = 1. 
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funktion '1/J auf (-oo, +oo), fiihrt <lurch 

n,p (Ip~-) = 'I/J(/3) - 'I/J(/3') fiir /3' < f3 

und eine zu (LI**) analoge Formel stets zu einer W. n"' in 2! (R). Das 
W-Feld (m (R), nir) ist aber, falls'I/J(~) Unstetigkeitspunktc besitzt, nicht 
zum W-Feld (m (R), n) isometrisch. Dagegen definieren stetige Vertei­
lungsfunktionen stets isometrische W-Felder. 

Die Beispiele 1 und 2 zeigen, daJ3 cs Booleringe mit geordneter Basis 
gibt, die eine W. tragen konnen. Man zcigt auch leicht, claJ3 jedcr Bool~_­
ring mit geordneter Basis, die isomorph zu einer Unterkette der Kette R 
der reellen Zahlen ist, eine \V. tragt, denn eill solcher Boolerillg ist zu 
einem Booleunterrillg VOil ~( (R) isomorph. Es gilt auch umgekehrt 
(Beweis leicht): Ein Boolering mit geordneter Basis kann nur dann e£11e 
H'. tragcn, wenn er isomorph zu ei11em Booleunterriug vou 2! (R) ist. 

[3. Quasi-WahrscheinJichkeitsfelder 

3. I. ::\'ullereignisse, fast mi.iglichc bzw. fastgcwissc Ereignisse. In 
cinem Quasi-W-Feld (0, v) existicrcn realisierbare (mogliche) Ereig­
nissc, cl. h. Ercignisse n =j= O, mit dcr Quasi-W. v(n) = 0 bzw. Ereignisse 
x =!=emit der Quasi-\V. v(x) = I. Ein Ereignis n *Omit v(n) = 0 wircl 
als eill 1Yullereig11is oder /astunmdgliclzes Ereignis bezeichnct und ein 
Ereignis x =t= e mit v (x) = 1 als ein /astgewisses Ereignis bezcichnet. 

A.ls Beispiele VOil Quasi-W-Feldern erwahnen wir: 
Beispiel 1. Das Jordansche (lineare) Quasi-\\' -Felcl (u, ,u), wobei ,u 

der Ki.irper (Boolcmengenring) aller nach JORDAN meJ3baren Teilmengcn 
der Grundmcnge E = {;ER: O <; < 1}, wobei R die :Menge der rcellcll 
Zahlell und p der Jordanschc Inhalt auf ,u ist. Die Funktion fl hat be­
kanntlich die Eigenschaftcn cincr Quasi-W. 

Beispiel 2. Das Lcbesgucschc (lincare) Quasi-W-Feld (£, p), wobci £ 
der Karper aller nach LEBESGt;E meJ3baren Tcilmengcll cler Grundmengc 
E = {; E R: 0 < ; < 1} Ull<l µ <las Lcbesgucschc l\faJ3 auf £ ist. 

3.2. Das Ideal dcr Nullereignisse. Es sci (0, v) eill Quasi-W-Fcld. 
Es bcdeute 9' die Menge der Nullcrcignisse in (0, v). 9c ist dann ein 
Ideal (vgl. Anhang Nr. 4) in D,, denn: 1. 0 E W, 2. aus n1, n2 E 9( folgt 
111 t 112 E 9, und 3. aus n E 9,, x belie big in O folgt n xE 9'. Es bedeute 
~ den Restklassenring 1:2./9c, t\i ist bekanntlich auch ein Boolering. 
Bczeichnct man mit r = x/lJc die Rcstklasse aus D,/9' mit elem Repra­
scntantcn x E 0, so wird durch 

u· W = w (x/9') Def v(x) fiir jcclcs f E ~ 

cine cindrutige, reellwcrtigc strikt positive und additive Funktion, cl. h. 
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eine W. w auf ~ erkla.rt. m, w) ist deshalb ein Restklassen-W-Feld, was 
dem Quasi-W-Feld (0, '11) eincleutig zugeordnet werden kann. Die Ab­
bildung 

ist bekanntlich ein Homomorphismus von :C auf ~-

Bemerkung. Dem Quasi-W-Feld ('il, ft) vom Beispiel 1 entspricht 
als Restklassen-W-Feld <las sogenannte lineare JoRDAN-W-Feld ('il/9t w) 
und dem Quasi-W-Feld (B, µ,) vom Beispiel 2 das sogepannte lineare 
LEBESGUE-Vi'-Feld (B/9c', w). Das W-Feld (12((]{), n) vom Beispiel 1 
Nr. 2.4~ kann isometrisch im lincaren J ORDA~-W-Felcl (lu/9c, w) und dies 
wieder isometrisch im linearcn LEBESGUE-W-Feld (B/9c', w) eingebettct 
werden. Es sei (0, v) ein Quasi-\N-Feld, wobci die Quasi-\V. zweiwertig 
ist, d. h. v (x) = 0 oder 1 fiir jedes xE Q; ist dann 9c das Ideal der Null­
ereignisse in (0, v), so ist der Restklasscn-Boolering 0/9c ein Boolering 
rnit zwei Elementen, also isomorph zum Boolering 1l = {0, e} (vgl. 
Nr. 1.4. Bemerkung). Das Restklasscn-\V-Fclcl (D./9c, w) ist also in 
clicsem Falle uneigentlich. 

4. Definition eincr Quasi- \Vahrscheinlichkeit 
auf jedem beliebigen Boolering· 

4.1. Vorbemerkungen. S. UuM [1] und A. TARSKI [1] uncl [2] haben 
folgencles gezeigt: \:Venn E irgendeinc Grundmcngc rnit einer l\fachtig­
kcit > ~o bedeutet, dann ist stets auf dcm Korpcr (Boolemengenring} 
~(E) aller Teilmengen X~ E cine nicht negative, additive Funktion, 
insbesondere also eine Quasi-W. definierbar, die nicht trivial ist, cl. h. 
fiir gewisse XE ~ (E) strikt positiv und fi.ir jede einpunktige ~Icnge 
gleich Null ist. Die Frage der Definition einer nicht trivialen Quasi-\\'. 
auf einem beliebigen Boolering \B wurde zuerst systematisch von A. HORN 
and A. TARSKI [l] untersucht. Dieses Problem ist mit elem Problem 
der Erweiterung einer Quasi-\V. bzw. mit den Begriffen des i.i.uJ3eren und 
inneren MaJ3es beziiglich eincr Quasi-\V. vcrbundcn. 

4.2. Erweiterungs1iroblem ciner Quasi-Wahrscheinlichkeit. Es sei 
\B ein Boolering und W ein Booleuntcrring von \B. Es sei fcrncr v cine 
Quasi-W. auf m:. Eine Quasi-W. 1t au£ \B hciJ3t cine Erweitcrung der 
Quasi-W. v von W auf \B, wenn gilt: v (x) = w (x) fiir jecles x EI]{. Das 
Erweiterungsproblem eincr Quasi-W. besteht nun darin: Zu cincr gege­
benen Quasi-W. v auf W cine bzw. allc Erweiterungen auf \B zu bestim­
men. Dieses Problem kann mit Hilfc des \Vohlordnungsprinzipes stets 
geli:ist werden. 
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4.3. Das aullcre bzw. inncre Mall cincr Quasi-Wahrschcinlichkcit. 
Es sei 58 ein Boolering und Ill ein Booleunterring von 58. Es sei ferner v 
eine Quasi-W. auf 2f, dann bezeichnet man die Funktion: 

v* (x) = inf v (y) bzw. v* (x) = sup v (y) fiir jedes x E 58 
V2~ v,~ 
vc• ye~ 

als das aul3ere bzw. innere l\fal3 auf 58 bezuglich der Quasi-W. v auf Ill 
(kurz bezuglich v I Ill). 

Es gelten: 

I. v* (x) = v* (x) = v (x) fiir jedes x E Ill. 

II. Fur x, y E 58 mit x y = o 
v* (x) + v* (y) :5: v* (x V y) :5: v* (x) + v* (y) :5: v* (x V y) 

:5: v* (x) + v* (y). 

III. Fur xE Ill, yE 58 und x y = O 

v* (x Vy) = v (x) + v* (y) und v* (x V y) = v (x) + v* (y). 

IV. Fur X, y E 58, x Vy Em und x y = 0 

v (x Vy) = v* (x) + v* (y). 

IV"'. Fur x,yEm, x',y'El8 mit x'~x, y'~y und xy=O 

v* (x' V y') = v* (x') + v* (y') und v* (x' V y') = v* (x') + v* (y'). 

V. Es gilt filr jedes x E 18 

v* (x) + v* (;\,,c) = v* (x) + v* (xc) = 1. 

VI. Es sei v eine Quasi-W. auf 2C 12{ cin Boolcunterring von 58 und u 
eine Erwciterung der Quasi-W. v von m auf 18, dann gilt: 

v* (x) < 1, (x) < v* (x) filr jedes x E 18. 

4.4. Erwcitcrung cincr Quasi-Wahrschcinlichkcit. Es sei 18 ein Boole­
ring, m ein Booleunterring von 18. Es sei ferner v eine Quasi-W. auf 2{ und 
v* bzw. v* das au13ere bzw. innere Maf3 auf 18 bezuglich v Im. Es sei ein 
Element y E 18 aber y nicht in 2(. Es bedeute m11 den kleinsten Boole­
unterring in 18, der 2{ und das Element y enthalt. Dann gelten: 

1. Jedes z E m11 ist stets in der Form z = a y + bye mit a, b E Ill dar­
stellbar. 

2. Fur jcdes Paar z1, z2 E 2(v mit z1 z2 = 0 existiercn stets ~. a2, b1, 

b2 E 2( mit ~ a2 = 0 und b1 b2 = 0, so daJ3 z1 = a1 Y + b1 ye, i = 1, 2, ist. 
\Vir zeigen nun: 
Satz 1. Es sei v cine Quasi-W. au/ einem Booleunterring m eines 

Booleringes 18. Es bedeute v* bzw. v* das iiu/Jere bzw. innere A1a/J au/ 18 
beziiglich v Im. Dann ist die Funktion: 

zt+ (z) = v* (z y) bzw. tt+ (z) = v* (z y) filr jedes z E mu, (1) 
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,i.'Obci y E \8 abcr y 11£clzt in 9(, ciudcutig, uiclzt 11cgativ u.ud additiv (d. h. 
ciu sogc11a1111tcs c11dliclzcs kla/Jl) au/ 9( 11 • 

Bcwcis. Es scicn z1, z2 E 9(v mit z1 z2 = 0, dann cxistieren nach 2. 
a;, b; E 9(, j = l, 2 mit a1 a2 = 0, b1 b2 = 0, so dal3 Z; = a; y + b; yC, 
j = 1, 2 gilt. Daraus folgt z; y = ai y, j ·= 1, 2. Also nach Def. von u+ 
ist: 

u.1. (z1 V z2) = v* ((z1 V z2) y) = ''* (z1 y V z2 y) = ,'* (z1 y) + v* (z2 y), 

wcgen 4.3. IV" also schlicl3lich 11+(z1 V z2) = n+ (z1) + 11.1. (z2), d. h. die 
Funktion II+ ist aclclitiv auf l.?f y. Analog zeigt man die Adclitivitat von 11+ 
auf 9(v. Die Nicht-Negativifat, Eindeutigkeit uncl Endlichkeit dieser 
Funktioncn folgt unmittelbar aus ihrcr Definition. 

Satz 2. Vora11ssctzungc11, a:ic i11 Satz 1. Dann sind die Fu nhtionen 
11 (z) = v* (z y) + v* (z ye) bzw. u (z) = v* (z y) + v* (z ye) /iir jcdes z E 9( u 
Quasi-Wahrsclzeinlichlwitcn au/ 9Cy, 1111d z,Dar Ern:citcrungcn der Quasi-lV. 
v von 9( au/ W y, 1111d cs gilt /iir das Element y: 

!!_ (y) = ,J* (y) bzw. u (y) = v* (y). (2) 

Bcwcis. Aus Satz 1 und clcr Tatsachc, clal3 9(u = 9(uc gilt, folgt, dal3 
die beidcn Funktionen 11 uncl u nichtncgativ uncl aclditiv auf 9(v sind. 
Es gilt fcrncr: -

'!.!_ (c) = v* (e y) + v* (c ye) = "i'* (c) = v (c) = 1 

uncl fi.ir jcdcs x E 9( 

!~ (x) = v* (x y) + v* (x ye) = v* (x y V x ),c) = ''* (x) = v (x) 

wcgcn -1. 3, I uncl IV. Also ist ·1!_ cine Quasi-W. auf 9(v, und zwar cine 
Erwciterung cl cr Quasi-\\!. v von 9( auf 9lu· Analog zcigt man, clal3 dies 
auch for u gilt. Daf3 (2) gilt, ist klar. 

Bemerk1111g 1. Man b ezeichnet cine Quasi-\V. v auf \.l( als zwciwer­
tig, wenn sic nur die \Vcrtc O uncl 1 annimmt. Nun gilt: 

1st cine Quasi-W. v au{ \.l( zweiwertig und \.l( ein Booleuntcrring eines 
Booleringcs \8, so ist clas ~iul3ere bzw. innere l\fal3 ·v* bzw. v* auf \8 bc­
zi.iglich v j 9( auch zweiwertig (Bcweis klar !). Dementsprechend sincl beicle 
Erweitcrungen !~ und u von \.l( auf \.>( 11 von Satz 2 auch zweiwcrtig. 

Durch transfinite Induktion uncl Anwendung des Satzes 2 kann man 
nun zeigcn: 

Satz 3. Es sci \.>( ein Booleuntcrring eincs Boolcri11gcs ~ nnd v ciuc 
Quasi-W. au/ 9{, dann cxistiert stets cine Quasi-W. u au/ 58, die cine Er-

1 Ein l\fal3 m auf einem Doolering ist cine eindeutige, reellwcrtige nicht 
negative und additive Funktion. Ist das l\Ial3 m auf elem Boolering encllich-

1 
wcrtig, so kann cs normiert werdcn. Man multipliziert dazu m mit ~ (- ), m e 
wobei e die Einheit des Dooleringes ist. Nicht endliche l\Ial3e ki.innen au~h 
den \Vert + oo annehmen. 



16 I.4. Definition eincr Quasi-W auf jcdcm bcliebigen Boolering 

weiter1111g der Q11asi-W. v von 9( au/ 58 isl. 1st v zweiwertig au/ 2( dcfinierl, 
so existicrt a11ch eine Erweiten111g der Quasi-TV. v von 9( au/ Q.3, die zwei­
i('ertig isl. 

Aus dem Satz 3 folgen nun: 

Folgenmg I. Jcdcr Boolcri11g Q.3 lwnn ci11c Quasi-W. tragc11. 
Folger1111g 2. 1st i, ci11 Boolcri11g u11d x E Q.3 mil x =l= 0 1(1/d x =l= e 

1111d 17 cine rccllc Zahl mit O < 17 < l, so existicrt chic Q1tasi-TF. v au/ 58, 
bzw. cine z,cci,ccrtigc Q1tasi-TV. 'It a1tf Q.3 mit v (x) = ·17 bzw. 11 (x) = l. 

Der Beweis des folgen<lell Satzes ist auch trivial: 
Sat:: 4. Voraussct:::1111gc11, wic in Sat:: 2 1111d auf]crdc,n sci 

; = (1 - 0) v* (y) + 0 v* (y) mit O :S: 0 < 1, (3) 

also v* (y) :S: ; :S: v* (y), da1111 isl die Fu11Mio1t 

11(:::) D;,i(l-0) l~(z) + au(.:) fi.ir jedes ;;E 2(u, (4) 

,cobci 1f._ 1111d ·zi die Fm1klio11 cn des Satzcs 2 bcdcute1t, ci11c Erwcitcrung der 
Quasi-TV. v ·von 9( au/ 2(u 111it u (y) = ;. 

Bemerk,rng 2. Die Formel (8) cnthalt die Erweiterungen der Quasi­
\\'. v VOil 9( auf Wy, die wir <lurch Satz 2 gewollnen haben. Aus Satz 4 
folgt aul3crdcm: wcnn v* (y) < v* (y), dann ist clas Erweiterungsproblcm 
clcr Quasi-\V. v VOil 9( auf 9fy brn·. 58 nicht eillcleutig losbar, clenn for 
jccle Zahl ; mit v* (y) :S: g :S: v* (y), y E 58, existiert eine Quasi-W. 1t 

auf Q3, die eine Erweitcrung cler Quasi-\V. v von \){ auf 58 ist, mit 
u(:r) =;. 

:\Ian bczeichnct nach Los uncl l\L\RCZEWSKI [1] eine Erweiterung clcr 
Quasi-W. v von 9( auf Wy, die <lurch die Formel (4) gegeben ist, als eine 
lw11oniscl1c (canonical) Enccitenmg. Die speziellen Erweiterungen 1f._ und u 
von Satz 2 sincl also kanonisch. Nun kann man zeigen: 

Sat:: ,5. Die lwuo11isclze Erwcitcrung 1t ci11cr Q1tasi-W. v von \)( au/ 2(u, 

die don Element y cil!cn vorgegebe11en Wert ~ mit ~ = (1 - 0) v* (y) -+ 
0 v* (y) word11et, ist niclzl 11olu:e11dig die ein:::ige Erwciten111g u der 
Quasi-W. v 110n 9( au/ 9(y, /iir welclze gilt: 11 (y) = g. 

Be,ccis. Es sci cine Grunclmengc E = {a1, a2, a3 , a 1} und £)( der Boole­
ring dcr Tcilmcngen 0, E, {a1, a2}, {a3 , a.1} von E. 9( ist cin Booleunter­
ring des I3oolcringcs Q3 = $ (£). Die l\Icngc y = {a1, a3} ist clann ein 
Elemrnt VOil 58, abcr nicht von £){. Wir crkhiren auf 9( cine \V. v wie 
folgt: 

l 1 
v(o) = 0, v (E) = l , v ([a1 , a2 }) = 2 , v ({a3 , a4 }) = 2 . 

Fur y habrn wir off en bar v* (y) = 0 und v* (y) = l. Wir wahlen als g 
die Zahl ! , die zwischen O und l liegt, und bcmcrkcn, dal3 cler Boole­

ring £)( v = Q3 = 1,J3 (E) ist. Nach Satz 2 existicrt cine (kanonische) Er-
l 

wcitcrung 11 clcr Qnasi-W. v von £)( auf 9! u• die den Wert 2 fiir das Element 
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y = { ll:i, a3} annimm t. Man kann aber mehrere Envei terungen der Quasi-W, 

von m: auf m: 11 = ll3 bestimmen, die dem Element y den Wert ! zuordnen. 

Man ordne ni.i.mlich den Atomen des Booleringes ll3 Wahrscheinlichkeiten, 

wic folgt zu: w, ( {a1}) = w, ( {a1}) = ! -t:, w, ( {a2}) = w, ( {~}) = ! + f 
. . . 1 

m1t O < t: < 4 und bilde das \V-Feld (~. ,.:'c). clann gilt 

1 1 1 
w, ( {ll:i, a2}) = 2 , w, ( {a3 , a4}) = 2 , w, (y) = w, ( {a1 , a3}) = 2 , 

also w, ist einc Erweiterung der Quasi-vV. v von m: auf m, die stets dcm 

Element y die W. glcich ! zuordnet. Da abcr c willkurlich zwischen 0 
1 

und 4 gewi.i.hlt werden kann, so gibt es verschiedene solche Erweiterun-

gen. 

5. Separable Booleringe 

5.1. Algcbraischc Scparabilitiit. Es sei 5B ein Boolering und '!) eine 
Tcilmenge von 1!3, die <las Element 0 nicht enthalt. '!l heil3t algebraisch 
dfrlzl in 5B, wenn gilt: 

b) Fur jedcs x E m, x =!= 0, existiert ein d E '!l, so dal3 de;,_ x gilt. 

Die Eigenschaft b) ist ersichtlich aquivalent zu: 

b*) Fur jcdes x E m, x =!= 0 existiert V d und ist gleich x. 
d~x.<lc'.l) 

Ein Boolering ll3 heil3t algebraisch separabel, wenn cine abzahlbare Teil­
menge '!) von 5U cxistiert, die in 5B algebraisch dicht liegt. 

Der Boolering ~~• aller Teilmengen einer abzahlbar unendlichen 
:Menge E = {~0 • ~ 1• ~ 2 •••. } (vgl. Nr. 2.2.) ist offcnbar algebraisch sepa­
rabel, denn die Gesamtheit ~ aller endlichen Teilmengcn von E ist ab­
ziihlbar und licgt dicht in ~~•. 

Der algebraisch separable Boolering ~~• ist ein universeller Boole­
ring fur alle algcbraisch separablen Booleringe und ihre Boolcunterringe, 
wic folgendcr Satz zeigt: 

Satz 1. F1"ir eincn Boolering m sind /olgcndc A ussagcn iiquivalenl: 
I. m isl isomorph zu einem Karper (Boolcmcngcnring) von Tcilmengen 

dcr natiirlichen Zahlen, d. h. m isl isomorph w cincm Booleunlerring von 
ix,. 

II. m isl ein Booleunterring eines algebraisch separablen Booleringes. 
III. Es existieren abziihlbar imendlich viele Q1tasi-Wahrsclzeinlichkeite1z 

v,,, v = 0, 1, 2, ... au/ 5i3 mit der Eigenscha/t: Fiir jedcs x E 55, x =I= 0, gilt 
v, (x) = l fiir mi11destens ein v = 0, l, 2, ... ; £nsbesondcrc kvn-nen diese 

Ergcbn. der Muthcm. K. F. B. 2-l, Knppos 
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·Quasi-W ahrsc/zei11lt"cltkeitr.n v,., 11 = 0, I, 2, ... , :;wei wertig rze11ommen 
werden. 

Beweis: A. Aus I. folgt II . ist klar , denn der Boolering i_}N• ist algc­
braisch scparabel. 

B. Aus II. folgt III.: Es sci Q3 cin Booleunterring eines algebraisch 
separablcn Booleringes Q3'. Es bedcute 'A) = {d0 , d1 , d2 , ..• } , d,. =I= 0. 
11 = 0, 1, 2, . . . , cine abzahlbarcTeilmenge von \U', die algebraisch dicht 
in \U' licg t. Gemaf3 Folgerung 2, Nr. 4.4. kann m~n fiir jedes d, E \U'. 
1•= 0, ], 2, . .. , cine zweiwcrtige Quasi-W. v:. auf \U' mit v:(d,.) = I 

definieren. Da zu jedcm x E Q3', x =4= 0, stets cin d; E 'A) mit d/;:, x 
existiert, so gilt fiir dicsen Index j: 

I = •'; (d;) < v1 (x) < v1 (e) = I. d. h . "J (x) = I. 

Bezcichnet ,,. ,, die Einschriinkung von v;. auf \U, so leiste t die Folge 
•'o • v1 , - .. <las Vcrlangtc. 

C. Aus III. folgt I. : 1. Zuerst zcigen wir : J edc Quasi-\V. vr, 11 = 
0, I , 2, . .. , mit der Eigcnschaft II I. kann stets durch cine zweiwertige 
Quasi-W. i·:. auf i, dcrart crsetzt werden, daf3 v;. (x) = 111, (x) fiir jedcs 
.1: E ~ gilt, fur wclchcs v,,(x) = l ist. Es sci niimlich 6,. die Gesamtheit 
allcr x E i, mit v, (x ) = L .i\Ian bildc den kleinsten Booleunterring 
'lj (CS,.) von ~ iiber (5,.. Wenn man auf Q3 (CS,.) cine zwciwertige 
Quasi-W. v; dcfinicren kann , di e fiir jedcs x E (5,, den \ Vert 1 annimmt, 

:--o kann man nach Satz :l Nr. 4.4 diese Quasi-W. von 5U ((5,.) auf \H 
dcrart crweitern, daf3 sie zwciwertig bleibt. Es blcibt also nur noch zu 
zcigcn: (,x): Auf 53(6.) kann cine zwciwertige Quasi-\V. v~ mit v;,(x) = J 
ftir jedes x E E. defini ert werdcn. Dazu bemerken wir, daf3 S,. das 
Element e enthalt und bezi.iglich der Operation v abgcschlosscn ist; 
cknn mit x E s., y E s. folgt v,, (e) = 1 > v,. (x v y ) > v,. (x) = 1 also 
11.(x VY) = 1, cl. h. x Vy E s •. Auf3crdcm gilt x y =!= 0, wenn x , Y ~ '5.; 
ware namlich x y = o, so ware v. (xv y ) = v,. (x) + v,. (y) = 2 (W1dcr­
spruch !). Mit Hilfc der Formcln {3;{ bzw. {3~ in Nr. 1.3 zeigt man , dal3 
auch fiir beliebigc (endlich vie le) x

1
, x

2
, .. . , xk E S,. gilt X 1 X2 • • • xk =4= 0. 

Nun ist offenbar jcclcs Element von 53 (S,.) als Vcrcinigung von Mono­
men (Durchschnitte von Elcmcnten der Menge C(<S,.), die aus S,. <lurch 
Adjunktion allcr xc mit x E e,. cntstcht) darstcllbar . Den kt man sich 
nun die Elcmentc von e,. mit Jnclizcs verschcn, so kann man auch hier. 
wic in Nr. 2.3 fiir jcclcs Element von Q3 ((5.) einc Darstcllung bcs timmen, 
in welchcr allc l\fonome paarwcisc fremd (unvcreinbar) und von der 
glcichen Lange sine!. Untcr diescn Darstellungcn existiert cine mit 
kiirzcster Lange, die wir als die norrnale Darstellung bczcichnen. Daraus 
folgt, da/3 bei dieser norma lcn Darstcllung hoc/zstens ein Monom existiert , 
<lessen samtlichc Faktoren zu E. gchoren. Wir clcfinicren nun auf 5U (<S,.) 
einc Funktion v: wie folgt : 1. v: (.'\'.) = J, v;, (xc) = 0 fiir jcdcs x E S, .. 
2. Ist y E 5U (<S,.) , so bctrachtcn ,vir seine normale Darstcllung clurch 
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Monome und setzen: v;(y) = 1, falls in der normalen Darstellung ein 
Monom mit lauter Faktoren aus 6, existiert, bzw. v:. (y) = 0, falls dies 
nicht der Fall ist. Man zeigt leicht, dal3 die so definierte Funktion v; 
auf m (6,.) eindeutig ist uncl die Eigenschaftcn einer Quasi-\V. besitzt. 
Hiermit ist also (~) bcwiesen. 

2. 0. B. d. A. konnen wir nun (gcmii.13 1.) annehmen, dal3 die Quasi­
Wahrscheinlichkeitcn: v0 , v1 , v2 , ..• auf Q., zwciwcrtig sind. Wir bezeich­
nen dann fi.ir jedes x E m mit H (x) die gr613te Teilmenge der Menge 
E = {O, 1, 2, ... } mit der Eigenschaft: Aus i• EH (x) folgt v,, (x) = 1. Es 
sei m* die Gesamtheit aller so clefinicrten i\Icngen H (x) ~ E fi.ir allc 
xE m. m* ist ein Untersystem von 'J;N• = '-13(£), und zwar ein Mengen­
korper (ein Booleunterring von <J;K•) von Teilmengen cler Menge E. 
Die Abbildung: Q.\ 3 x ~-- H (x) E m*s;; iJ;K•, ist off en bar eine Isomorphic, 
denn es gilt: 1. \Venn x =!= y, dann H(x) =!= H(y), 2. H(x) f\ H(y) 
=H(xf\y), 3.E-H(x)=H(x"), 4. H(x)VH(y)=H(xVy).Da­
mit ist aber gczcigt, clal3 Q.\ isomorph zu einem Korper ~,* von Teil­
mengen cler Menge E = {O, 1, 2, ... } ist. Satz 1 ist also vollstii.ndig 
bewiesen. 

5.2. Bemcrkung. Der Satz I zeigt, clal3 jedcr algebraisch separable 
Boolering und demgemii.13 jedcr Booleunterring von einem algebraisch 
separablen Boolcring stets isomorph abgebiklet werdcn kann auf einen 
Booleunterring von 'J;K•. Wir bemerken aber, dal3 ein Booleunterring 
von einem algebraisch separablen Boolering nicht stets algebraisch 
separabel zu sein braucht. Der Boolcvcrbancl m111 eincs Systems von 
m frcicn Ereignissen {x;},-£ 1 mit JI I= m = 2N• = r. d. h. mit der 
Machtigkeit des Kontinuums, kann in h"N• isomorph eingebettct werdcn. 
Dies kann man aus einem Satz von G. FICHTENHOLZ uncl L. KANTORO­

WITSCH [1] (vgl. Nr. 15.5.2) cntnehmen. Das isomorphe Bild m~1 von 
'-8 111 in tliN' ist dann ein Booleunterring von ~N•, cler nicht separabel ist. 

5.3. Fundamcntalsatz iibcr separable Felder. Es gilt folgcnder: 

Satz 2. Jeder algebraisch separable Boolcring Q.1, de111cntspreclzend 
jeder Boolewzterring dnes separablen Booleringes, lwnn stets als cin W­
Feld (Q.1, w) erkliirt werdcn. 

Beweis. '-B ist isomorph zu einem Booleunterring '-B* des Booleringes 
JN• (vgl. Satz l). Wie wir aber in Nr. 2.2 zeigten, kann 'J;N• stets cine 
W. w tragen. Diese W. w induziert aber auch cine W. auf ~* und deshalb 
auch eine W. auf elem isomorphcn Boolcring Q.t 

5.4. w-Separabilitat. Es sci (e;, w) ein \V-Fekl. Ei,w Teilmengc -.S 
von t1i hcil3t w-d£cht in ?Y, wcnn gilt: 

ow) Fur jedes x E ~ und beliebiges s > 0 cxistiert ein s E 2, mit 
w(x + s) < s. 
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Ein \V-Fcld (ty, w) hciBt w-scparabcl (auch cmpirisclz), wenn cine 
abziihlbare Tcilmenge E5 von ij existiert, die in ij w-dicht liegt. Es gilt 
offcnbar: Jedes W-Unterfelcl cines w-separablen vV-Feldes ist auch w­
separabel. Dieser Begriff und seine Bedeutung in cler \V-Theorie win! 
uns noch sp~iter beschaftigen (vgl. Kap. II). 

6. Darstellung- cines Booleringes <lurch einen 
l\1engenkorper 

6.1. Darstellungssatz rnn Stone. Es sei Q3 ein Boolering; dann exi­
stiert stets cine Quasi-W. v auf Q3. Bedeutet ~n die Gesamtheit aller 
nE Q3 mit v(n) = 0, d. h. aller Nullereignisse beziiglich v, so ist ~n ein 
lcleal in ~~ (vgl. Nr. 3.2). 1st die Quasi-vV. v zweiwertig auf Q3, so ist 
das IclPal 9c cler Nullereignisse ein Primicleal, clenn offenbar gilt: 1. 
c gehort nicht zu W und 2. fiir beliebiges x E Q3 gehort x oder xc zu 9( 
(vgl. Anhang Nr. 4). Aus Folgerung 1 und 2 von Nr. 4.4 folgt, dal3 jeder 
Boolering Q3 stets cine zweiwertige Quasi-vV. tragen kann. Daraus folgt 
nun ein zuerst von STONE [1] bewiescner Satz: 

Satz 1. J eder Boolering besitzt Primideale. 
STOKE bewies mit Hilfe dieses Satzes den sogcnannt<'n Stoncschc11 

Darstellungssatz fiir Booleringc: 
Satz 2. J cder Boolcring ist zn CZ:ucm J<ii1·pcr 'i.'011 Teilmenge11 ewer 

Grmzdnzengc Q isomorp/1. 
Der Bcweis diescs Satzcs crgibt sich nun aus folgcndem: 
Satz 3. Es sci \5 ein beliebigcr Booleriug. Es bedeute Q die Gesamt­

lzcit nllcr Q11asi-lValzrsclzcinlic/il,eitc11 .:i au/ ~~- die z,cci,c•crtig siud. !l1a11 
orduc jcdcm x E I.!.~ die Teilmc11ge: 

.\" = {v E f.? : ,•(x) = L) 
,•011 [! .: 11. nn1111 ist die Abbild1111g: 

\5 3 x - -,. X E '.p (.Q) 

(1) 

cin lsomorp!iis11111s (einc isomorphe Ei11bett1111g) des Hoolcri11gcs 'H in dCII 
Hoolcri11[!. '.p (Q) aller Tcilmengen dcr Grundmc11gc D. Das isomorplze Bild 
Q.~* ,·011. ~, i 11 \.l3 (Q) bci diescr ii bbildu11g ist also ein I{ drf>a ,·011 Teilmen[;e11 
,·on [J, dcr .:um Boolcring \H isomorph isl. 

Hc.ccis. Es sei x - .• X, y • :• Y unc\ x (\ y - • Z l)('i ckr Abbilclung (1). 
\Vir zl'igm, cla/3 Z = X (\ Y ist. In cler Tat, wcnn 1· E X, d. h. wenn 
,· (.r) = :I uncl v E Y, cl. h. v (y) = I, churn ist ·v (x Vy) = 1. Da aber 
an/Jerclem v (x) + v (y) = v (x V y) + v (x (\ y) gilt, so ist v (x (\ y) = ] , 
d. h .... , E Z. Umgckchrt, wenn v (: Z, d . h. v (x (\ y) = 1, clann ist v (x) = ] 
und 'V (y) = l , denn x (\ y ~ x bzw . .r (\ v ~ y, und also ist v EX und 
,, E Y. Hiermit ist gezeigt Z = x (\ Y. Wir zcigcn nun: \Venn bci cler 
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Abbildung (1) x - :. X, dann x' - >- xc. Denn cs ist ja stets 1;rnau cine der 
Gleichungen v (x) = l uncl v (;\,.c) = l richtig. Die Abbildung (1) ist 
also ein Homomorphismus von m in l.p (.Q) . Es gilt aber aul3erdem: 
Aus x =l= y folgt X =l= Y, cl. h. cs cxisticrt ein v E Q mit v EX ~ Y. Aus 
x =!= y folgt nii.mlich x + y =l= 0 uncl o. B. d. :\. konncn \\"ir annehmcn, da!3 
:; = x t x y =l= 0 ist. Zu z =l= 0 existicrt aber ein v E .Q mit v (z) = 1 
(vgl. Nr. 4.4 Folg. 2); daraus folgt, clal3 v(x) = 1, weil x ;:;;i ::. Da aber 
v ~ zc uncl v (zc) = 0, so ist v (y) = 0. Dam it wurdc gezeigt: X =t= 1'. 
Der Homomorphism us m 3 x = XE l.p (.Q) ist also ein Isomorphismus 
VOil m auf eill Teilsystem 'l3* von ~ (.Q) und 'l3* ist offcnbar eill Korper 
VOil Teilmengen cler Grundmengc D. Hiermit ist cler Satz bewiesen. 

6.2. Bcmcrkung. In Nr. G.1. wurde gezeigt: J eclcr zwei\\"ertigell 
Quasi-W. v auf m entspricht cin Primicleal 9cv in it l\Ian kann aber 
umgekehrt zcigen, wenn 97 ein Primideal in m ist, dann ist die Funk­
tion: 

fl falls x (£ 9c 
v(x) = lo falls x E 9c 

eine zweiwertigc Quasi-\,\/. auf '-B. Der Satz I von Kr. LL I ist also aqui­
valent zum Satz: 

Sat::; 4. J cdcr Boolcrini /wnu zweiwcrtigc Quasi-W ahrscheinlfrhhciten 
lrage11. 

Alie bekanntcll Beweisc des Satzes 4 oder seines gleichwertigcn 
Satzes l bcnutzen <las Wohlordnungsprinzip. Ncuerdings haben J. Los 
and C. RYLL-NARDZEWSI<I [l] die Fragc untersucht, inwieweit diesc 
Satze vom Wohlordnungsprinzip abhiingig sincl (dort auch weiterc 
Literatur zu clieser Frage). 

(i.3. Se)laricrte Darstellungen cines lloolcringcs. Es sci ~\ cin Boolc­
ring. Dann existieren nach den Satzen 2 uncl Bein Grundraum .Q, cler aus 
allcn zweiwertigen Quasi-\Vahrschcinlichkeikn auf m, oder was dasselbe 
bedcutet, der aus alien Primidcalcn in m bcsteht und cill Korper ,\f 
VOil Teilmengen cler Grundmcngc .Q (Booleuntcrring von '.l3 (.Q) ), der 
zu 5B isomorph ist. Man bczcichnct (.Q, Sl) als die Stonesche Darstel­
lung VOil m. 1st <p die Isomorphic von m auf ~l', so bezeichnet man 
cbenfalls <pals die Stonesche Isomorphic von m auf S1. Bctrachtet man 
,\l' als cine offcnc Basis in .Q, so wircl hiermit in Q cine Topologie cr­
klart, und man kann zcigen (vgl. STONE [l] und [2]), dal3 .Q clann ein 
kompakter total unzusammcnhangender topologischcr Hausdorff-Raum 
ist. 3f erweist sich als clas System allcr zugleich offenen und abge­
schlosscnen l\Iengen. · Die Stonesche Isomorphic <p von ~, auf ~1' bzw. 
die Stonesche Darstellung (.Q, ~1) von m ist im folgenden Sinne uni­
versell: 

Wir bezcichnen eine Isomorphic '1/J von m auf einen Kor per ~t * von 
Tcilmengen einer Grundmenge D* als separ£crt, wenn zu jc zwei verschic-
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denen Punk ten P und Q von f}* ein Element x E )B existiert mit PE 
1/'(x) E Sl* und Q E [1P(x)]0 = 1/'(x0

) E ~l*. Die Darstellung (Q*, SI*) von 
~. die diese Isomorphic 1P clcfiniert, wircl auch als separiert bezeichnet. 
:-.J'un gilt folgencles (vgl. H. BAUER [l] und E. HEWITT [l]): 

Zu eincr beliebigen separiertcn Isomorphic 1P von m auf einen Korper 
Il* von Teilmengen einer Grundmenge Q* existiert stets eine eincleutigc 
Abbildung / ciner in Q dichte11 Teilmengc Q' auf Q* derart, dal3 fiir all<~ 
x Em gilt: 

('.\:) 1p(x) = iW' f\ rp(x)); 

umgekehrt wire! fiir jede in Q dichte Teilmenge !}' <lurch die Gleichung: 

(fJ) 1P (x) = f}' f\ rp (x) fiir jedes x E )B 

cine separierte Isomorphic 'P von m auf den Korper aller ivlengen 
f)' f\ <p (x) ~ Q' als Tcilmengen also dcr Grundmengc Q' betrachtet. Filr 
Q' = Q ergibt sich aus (/3) 1P = rp. Die Stonesche Darstelhmg ist deslzalb 
separiert und .fiir jede a11dere separierte Darstellung (Q*, St*) von l.!3 l.an11 
die Gru11dme11gc D* mil ci11er i11 Q dichtcn Teilmc11gc Q' identi.fizicrf 
,e•erdcn. 

Kapitcl II 

,. Die unendlichen Opera.tionen rn W-J?eldern 

7.1. Vorbereitungen. In dcr Definition bzw. den Beispielen von W­
Fcldern, die wir in Kap. I gegeben haben, war <las Feld~ der Ereignissc 
als cin Boolering erklart warden. Die unendlichen Operationcn wurden 
nicht berilcksichtigt. Will man aber cine gcwisse Handlungsfreiheit zur 
Behandlung von vcrschiedenen Problcmcn der W-Theorie haben, so mul3 
man eincm Feld i'r mindcstcns cine a-Erweiterung zuordnen, cl. h. ~ 
isomorph in einen a-Boolering einbetten und dort arbeiten. Hierbei 
erweist sich cine isomorphc Einbcttung des Feldes 6 in einen a-Boo1e­

ring B- als gC>eignet, den man rnit Hilfe clcr W. clurch metrische Vervoll­
standigung gewinnt oder cine isomorphe Einbettung des Fe]des tr in 
einen Voll-Boolering $ (E) samtlicher Teilmengen einer Grundmenge 1._· _ 
Innerhalb diescs Ringes $ (E) kann man dann die gewilnschte a-Erwei­
terung gewinncn. Diese Einbcttungcn sind nicht stets a-regular (vgl. 
Anhang Nr. i"i.8), ermogliLhen aber die Erweiterung der W. mit Erhal­
tung ihrer Eigcnschaften und die Gewinnung einer ncuen wichtigen 
Eigcnschaft, die unendliche Operationen bctrifft, niirnlich die soge­
nannte Totaladditivitat dcr W. Die Einbcttung des Feldes ~ in elem 
JiacNeilleschen Voll-Boo1ering (vgl. l\'1AcNEILLE [J]), die totalrcgular 
geschieht uncl deshalb von seiten der unendlichen Operationen bevor-
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zugt werden sollte, erwcist sich fur die Erweiterung der \V. als un­
gecignct. 

7.2. Die Totaladditivitlit (a-Additivitlit) hiw. Stetigkeit der Wabr­
schcinlicbkeit. Es sci (g;, w) cin W-Feld. Die W. w heil3t stetig auf i. 
wcnn folgendes gilt: 

00 

(S) Aus (/Y) (\ a,.= 0, a,. ~ a,. , 1, 1· = J, 2, ... , folgt lim w(a,.) = 0 . 
1• :-:1 l t• -► OQ 

Man zcigt leicht, dal3 die Stetigkeit der \V. gleichwertig zu der sog. 
11-Additivit,'it (Totaladditivitiit) der Vl. ist, cl. h.: 

00 

(T) Aus (fr) V a .. = a E ~ mit ai a; = 0, i =!= j folgt: 
,. , . I 

00 

2: w (a,.) = ,.·(a). 
•·= 1 

7.3. a-W-Feldcr. Ein W-Feld (rr, w) heil3t cin a-W-Feld, wenn das 
Feld ~ ein a-Boolering und die \V. w stetig (a-additiv) auf tY ist. 

1st (ty, w) ein \-V-Feld und (if, w) ein \V-Unterfeld von (ij, w), so folgt 
aus der Stetigkeit der \V. w auf ij nicht nol\\·endig die Stetigkcit von w 
auf ty'. Es gilt dariiber folgender 

Satz 1. Es sci (tr', w) ei-n JV-U11terfeld des W-Feldes (tr, w). Es se1 
/emer w stetig au/ ty. Da11n sind folgendc A ussagen gleicl11oertig: 

I. w ist stetig au/ ij', 
2. ty' ist ein a-reguliirer Booleu11terring von tY· 
Bcweis. Wenn tli' beziiglich t} a-regular ist, so ist offcnbar w auf ~' 

stetig. Wir brauchen also nur zu zeigen, dal3 die a-Regularitat von ij' 
heziiglich ~ aus der Stetigkeit cler W. w auf i• folgt. Angenommen , 
w sei stetig auf ff, jedoch ~' nicht a-reguHir beziiglich f\'.; dann gabe es 

00 

cine Folgc a,., 11 = I, 2, . .. , mit (ir') (\ a,. = o, a,.~ a, .. , 1, 1• = 1, 2, ... , 
I' = l 

00 00 

w~ihrcncl (o;) (\ a,. = a =l= 0 in ij oder (t\i) (\ a,. nicht in ij vorhanden 
V = I I' 0 I 

ist. Jm crsten Fallc ware aber lim w (a,.) = w (a) > 0, im zweiten Falle 
gabc es mindestens ein b E ~. clas nicht zu '/y' gehort, so dal3 b =l= 0, 
b ~ a,. , 1• = 1, 2, ... , ware. Wir hat ten clann auch Jim w (av) > w (b) > 0. 
Also ergibt sich in beiden Fallen ei n Widerspruch zu der Voraussetzung. 
daO w auf ~r stetig ist. 

7.4. Relative Stetigkeit (bzw. a-Additivitiit) dcr Wahrscheinlichkeit. 
Es sei m. w) ein W-Felcl, wobei ~ ein Boolcunterring eines Booleringes ij' 
ist. Die W. w heil3t stetig auf i relativ /\.' (s. KAPPOS [4]), wenn gilt: 

00 

(Rs): Aus a,.~a,,.,. 1 , a,.Et\,, 11 = 1, 2, ... , uncl (ff) (\ a,=0 
,. ~ I 

folgt stets lim w (a,.) = 0. 
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Aus dcr Stetigkcit der \Y. w auf ~ relativ ij' folgt die sogenannte 
a-Additivitat (Totaladditivitat) von w auf lli rclativ lli', namlich: , 

00 

(RT): Aus av E fi;, a; a,_. = 0, j * k und (ir') V a,. = a mit a E iJ, folgt 
,. = l 

00 

stets w(a) = ~ w (a,.). 
v = l 

Auch die ·umkehrung gilt: aus (R7,) folgt (R8). 

Bemerkung. Es sei (lli, w) ein W-Unterfcld des W-Feldes (tl"', w), 
dann folgt aus cler Stetigkeit der W, w auf ~-' offenbar die Stetigkcit von 
,fl auf ~ relativ ff, auch dann, wcnn lli nicht a-regular beziiglich lli' ist. 

7.5. Mengcnthcorctische Stctigkcit (a-Additivitiit). Die iibliche Defi­
nition der Stetigkeit (a-Additivitat) cines Mal3es (eincr W.) w auf einem 
Mengcnki:irper Sl' von Teilmengen einer Grundmenge E (vgl. Kou,10-
GOROFF [1]) ist in unscrem Sinne (verbandstheoretisch) betrachtet, auch 
t>inc Stetigkcit (a-AdditiviUit) von w auf St aber rclativ des kleinstcn 
11-Ki:irpers B(Sl) iiber Sl' oder, was gleichwertig ist, wenn man den l\11m~ 
gcnkurper St als cincn Booleunterring von B (Sl) bzw. l_j3 (E) betrachtet; 
dcnn in Sl' kann ein Durchschnitt von abzahlbar vielen Elementen ver­
bandstheoretisch leer scin, ohne dal3 dies mengentheoretisch der Fall 
ist. In diescm speziellcn Fall, wo der Definitionsbercich der W. ein 
Mengenki:irpcr ist, bezeichnen wir die Stetigkeit (a-Additivitat) der W, 
,ii auf .\l' rclativ 1_j3 (E), einfach auch als eine me11ge11thcorctischc Stetiglwit 
(me11ge11tl1eoretische a-Additivitiit). Aus der mengentheorctischen Stetig­
keit dcr \V. w au{ cinem Ki:irper .ll braucht nicht die Stetigkeit van w 
auf St im Sinnc der Definition (S) zu folgen, wie folgendes Beispiel zeigt: 

Beispiel. Es sci die Grunclmengc E = {x: 0 ~ x < 1}, 'A) <las Sy­
s tern aller halboffenen Teilintervalle van E; niimlich aller I= [IX, /3) = 
[ x: 0 < (\: :S::: x < /3 < 1 }. Es sci fern er ~l' cler klcinstc J\fengenkorper 
iiber 'A). Wir betrachten cine strC'ng monoton wachsende Funktion / (x) 
an{ 0 < x < 1, fiir welche /(0) = 0, /(1) = l gilt und setzen µ(I)= 
/(/3) -/(Oi) fiir jedes IE 'A). Wir sctzen weiter voraus, dal3 / linksseitig 
stctig, aber mit gewisscn rechtsscitigen Unstetigkeiten behaftet ist. 
p (/) ist mengentheoretisch stetig auf 'A) uncl kann bekanntlich mengen­
theoretisch stetig auf St auf genau cine Weise (die Fortsctzung ist sogar 
schon durch die Forderung der gewi:ihnlichcn Adclitivitat eindeutig be­
stimmt) erweitert werden, fl ist aber im Sinne der Definition (S) nicht 
stctig auf Sr. Ist namlich y cin Unstctigkeitspunkt van / und In = 

00 

ly, x,,) mit x,. > X 11 +i, n = I, 2, ... , uricl Jim xn = 1,, so ist (Sl) (\ Iv= 0 
V=l 

00 

aber Jim /t (I,.) * 0. :Mcngentheoretisch ist cler Durchschnitt (\ I,., 
v=l 

00 

d. h. /~ (E)) (\ Iv nicht leer, sondern gleich der einpunktigen Menge 
I' = I 
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fr}. Dicser einpunktigcn l\Iengc (y} wire\ bei der mcngenthcoretischen 
Erweiterung des Mal3es fl auf den klcinstcn a-Karper B (Si) iiber .\l 
cin positives Ma13 zugeordnet. 

Bcmerkung. Die Definition der relativen Stctigkeit (a-Additivitat) 
hzw. mengentheoretischen Stetigkeit (a-Additivitat) blcibt ungeandert, 
,,·enn man statt einer \V. cine Quasi-\\'. betrachtet. 

8. l\letrik in W-Feldern. lUetrische l~rweitcrunµ; eines \\r -
Feldes zu eincm a-,,r -}.,cld 

8.1. Entrernung. Es sci (i5;, ;u) ein \\'-Feld. \Vir definieren nach 
::--JIKODYllI <lurch: 

Q (a, b) fjcr w (a + b) fur jedes Paar a, b E ~- cine E11tjernung in e;. 

Man zeigt leicht, dal3 (! (a, b) die clrei Eigenschaftcn einer Metrik be-
sitzt, namlich: 

J. e (a, b) > 0, und zwar = 0 dann uncl nur clann, wenn a = b ist; 

2. (! (a, b) = (! (b, a) fiir jedes Paar a, b E IT;; 

3. e(a, b)::;;: e(a, c) + g(c, b) fiir beliebige a, b, cE ij 1• 

Hiermit wircl also ij zu einem mctrischen Raum erklart. Vervoll­
st~indigt man im Sinne der Topologie den so erklarten mctrischen Raum 
Ji uncl betrachtet man dabci die algebraischc Struktur des Booleringes f\· 
und die Eigenschaften der W. w, so crweist sich, da13 das W-Feld (e;, w) 
1lurch diese Vervollstancligung zu cinem a-\V-Feld erweitert \\·ird uncl 
dies auch, wcnn die \V. w auf t\i nicht stetig ist, wie im folgenden gezeigt 
wird. 

Bemerkung. In den iolgenden Nummern Llieses Paragraphen wirdstets 
(Ji, w) als ein W-Feld vorausgesetzt. 

8.2. Ordnungskonvcrgenz und w- l(onvcrgcnz. Fiir eine beliebige 
Falge a,,, v = 1, 2, ... , von Elementen ans f\· dcfinieren wir: w-lim a,. = 
a Elli als glcichwertig mit Iim (! (a,., a) = 0, also als gleichwertig zu der 
Konvergenz im Sinne der Metrik von Nr. 8.1. Diese Konvergenz wird 
auch als /{onvcrgenz nach W. (stocl,astiscl,e Konvergenz) oder kurz w­

Konvergenz bezeichnet. 
Die Schreibweise 

1 Der Beweis von 1. unrl 2. ist klar . Fiir 8. habcn wir 

a -!- b ···~ a + c f c + b -0 (a f c) f (c f b) ~ (a + c) V (c + b1 
also 

.u(a f b) ::::: w(a f c) + ;;•(cf h) 
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· bedeutet 
a,. ~ a,. _;_ 1 bz\,·. a,.~ a .. -:- 1 , J' == 1, 2, .. . , 

und 
co 00 

(lr) Va,.= a bzw. (fr) (\a,.= a E (Y , 
,·= 1 .. =- 1 

cl. h . die Ordmmgs-(algebraische) Konvergen.: von monotonen Folgen 
(vgl. BIRKHOFF [1], Ch . IV, Nr. 8). 

Es sei a,., 11 = 1, 2, ... , cine beliebige Foigc von Elementen aus 3'; 
existieren zwei Folgen (ms,. 1' s uncl (o;) d,. ~-d mit s,. <; a,.<; d,. , 1• =I, 2, ... 
und s = d = a, so schreiben wir: 

(lr) a,. - · a oder auch (ir) lim alga,. = a, 

•und sagen die Folge a,. , v = J, 2, ... lwm•ergiert algebraisch gegen a. 
Es ist klar, claC3, wenn (m a,. t a bzw. (\1-) a, . . ). a, dann a,., 1• = l , 2, ... , 
algebraisch gegen a konvergicrt. 

Jst <Y cin a-Boolering , so ist 
00 00 00 00 

(ir) a,. -:-- a gleichwertig mit (ir) (\ V a,. .. r = (ij) V (\ a,. -:- r· 
,. " I r = 0 r - • I , •= 0 

rm allgemcincn Fallc gilt: 
00 00 00 00 

a= ({Y) Jim alga,.-: (il;) (\ V a,.~ r d (a-} V (\ ii,. _:- r Ill'! 
fl e r. ,. = I T = 1J r = I r = (I 

= (J) !i_!~ alga,.=.!!. · 
}Ian zeigt lcicht: 

c'\'.): Aus (6) a,. .), a bzw. (ir) a,. 'j- a folgt lim w (a,.) ~ w (a) bzw. 
lim w (a,.) < w (a), cl. h . in bciden Fallen existiert lim w (a,. +a) >- O; 
hcstcht Gleichhcit , so ist w-lim a,. = a. 

00 00 

In clicscm letztcn Fall bezeichncn wir (J) (\ a,. bzw. (fr) V a,. 
,, ~ l •• = l 

als einen in J existicrcnclen ,c-stetigen Durchschnitt bzw. Vercinigung. 

fl): Existiert fi.ir cine beliebigc Folge a,. , "= I , 2, .. . , von Elementen 
aus ~: 

00 00 

(iJ') (\ a,. = d bzw. (;};) V a,. = s 1111d ist lim w (s,.) = w (s) bzw. 
r = l r = I 

lim w (d,.) = w (d) , wobei s,. = a1 U a2 V · · ·Va,. bzw. d,. = a1 (\ a
2
(\ • • • 

00 00 

(\ a,. ist, so bezcichncn \\'ir auch m) (\ a,. bzw. (IT;) V a,. als einen in 
,. -= 1 ,, = l 

J existiercnden ;c•-stetigen Durchschnitt bzw. Vcreinigung. 

y): Fur cine belicbige Folge a,,, v = l, 2, .. . , von Elementcn aus II: 
gilt stets: Aus (IT;) a, - :-- a und lim w (a;.) = w (a) folgt w-lim a,, = a. 
Wenn also (lY) a,, -:- a und lim w (a •. ) = w (a), dann nennen wir die algr• ­
braische Konvergenz der Folgc a,. , 11 = I, 2, . . . , gegen a w-stetig. 
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o): \Venn die W. w auf ~ stetig ist, dann ist jedc in ~ existierende 
Vereinigung bzw. jeder Durchschnitt von abzahlbar vielen Elementen 
w-stctig und aus (m a,. -~ a folgt stets w-lim a,= a. 

8.3. l\letrischc Erweiterung eines W-Feldes. Eine Folge a,., v = 1, 2, ... 
von Elemcnten aus ij heiBt eine w-F1111damc11talfolgc oder w-CAUCHY­
Folgc, in Zcichcn {a,.}, wenn sie einc Fundamentalfolge (CAUCHY-Folge) 
im Sinne clcr Mctrik von Nr. 8.1 ist, d. h. zu jedem c > 0 existiert ein 
N (t:) > 0, so clal3 aus 1• > N (t:) und ,u > N (t:) folgt '! (a,., a,,) = 
111 (a,. -f- a,.) < c. 

Man zeigt leicht : 

1-:): Aus {a,.} und {b,.} folgt {a,. -f- b,.} bzw. {a,. b,.}. 

(): Aus w-lim a, = a in (Y folgt {a,.}. 

( 1) : Aus w-lim a,. = a uncl w-lim b,. = b in ~ folgt w-lim (a. b,) = <t b. 
w-lim (a,.+ b,.) = a + b und w-lim (a,. vb,.) = a vb in ij. 

Eine Folge a., v = 1, 2, ... , von Elementen aus ~ heiBt eine w-Null­
folgc, wenn gilt w-lim a,. = 0. Einc Nullfolgc ist also nach () einc 
Funclamentalfolgc. 

Es sei 9)1 bzw. Sl' bzw. 91 die Gcsamtheit aller w-Funclamentalfolgen 
bzw. w-konvergenten Folgcn bzw. w-Nullfolgen in ij. rlann gilt : 
~l)l ) Sl' ) 91 und 91 ist nicht leer. 

17): Erkhirt man in ~m cine Gleichheit. wic folgt: 

{a,}= {b,.}, dann und nur dann, wenn a,. = b, .. 1• = l, 2 ..... 

uml zwe1 Operationen : 

ta,.} + {b,.} = {a,. -f- b,.} ; [a,.}· {b,.} = [a,. b,.}. 

so ist SJ)l cin Boolering, ~l' ein Booleunterring von ~m und 9l ein Ideal 
in ~1)1 und Sr. Hierbei ist die konstantc Folge {e} hzw . {0} die Einheit 
bzw. die Null des Booleringcs SJ)l. 

i = SJJl/SJL cl. h. die R estklasscn von SJR mod. ~n bilden auch einen 
Boolcring. Entsprcchencl ist auch (Y0 = ,\t /91 ein Boolcring . und zwar ein 

Boolcunterring von lli · 
0): Die Abbildung llio :) {a}/SJl <-> a E 'i)·. wobei {a} cine konstantc w­

Fundamentalfolge in ~ bedcutet, ist cin Isomorphismus von ti, auf i 0 • 

d. h. io ist eine isomorphc Einbettung von ~ in ~-

8.4. Wahrscheinlichkeit im Erweitorungsfcld §. Man zeigt leicht : 
I. 1st {a,.} eine Fundamentalfolge, so existiert stets Jim w (a,.). 2. Geho-

•·-► oo 

rcn zwei Fundamcntalfolgcn {a,} und {b.} derselbcn Restklasse, so gilt : 
Jim w(a,.) = Jim w(b,.). Durch die Festsetzung: 

1• ~ 00 l '----) 00 

iv ( {a,.}/91) hei· lim w (a,) 
I' -► CX) 
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wird deshalb eine eindeutige reellwertige Funktion 2v auf iJ definiert. 
Hiermit ist auch jedem Element aus ij0 ein \Vert, und zwar: 

VI): iv ({a}/9') = w (a), a E J, 
zugeordnet . 

Satz 1. {\j, io) isl cin W-Feld , d. /1. iu lzat die Eigensclza/tcn einer W , 

( vgl. J, Nr. l.]); mo, ,v) ist ein J,V-Untcr/eld VOit (fr; ,w) 1111d ist isometrisc/i 

:;u (~ . w), d. lz. einc isometrisclze Einbettzmg van (ITi, w) in (fr, w). 
Beweis. Dal3 2v strikt positiv und normiert ist, folgt unmittelbar au~ 

der Definition von w. \Vir zeigen also nur die AclditiviUit von iv. Es 
seien: {a,.}, {bv} E 9)l mit {a,.}/9c · fb,.} /9, = {0}/91, also {av b,.} E 9L Dann 
haben wir 

iv ({a,.}/9l V (b..}/97) = iv ([a ,. V b,.}/'>JI) = Jim w (av Vb,.) 

= Jim w ((a,, + a,, b,,) Vb,.)= lim (w (a,. + av b,.) + w (b,,)) 

= Jim (w (a.) + w (b,.)) - w (a. b,.)) = Jim (w (a,.) +lim w (bv) - Jim w (a. b,.) 

= Jim w (a,.) 7- Jim w (b,.) = ii• ( {a,.}/91 ) + ii,, ( {b,.} /91), 

die Additivitat ist also bewiesen . 
Aus ri) uncl 0) und (.<l) folgt nun, clal3 (ij0, iv) eine isometrische Ein­

bettung von (fr, w) in (iY, w) ist. 

Bemerkung. Fiihrt man im \V-Feld (fr, w) nach Nr. 8.1 eine Metrik 
und cine w-Konvergenz cin, so zeigt man in clerselbcn \Veise, wie in der 

Thcorie dcr metrischen Raumc, dal3 ~. als metrischcr Raum betrachtet, 
vollstandig ist. 

s.r,. Eigenschaften der Wahrseheinlichkeit int:. Im folgenden werden 

die Elementc von ij mit klrinen dcutschen Buchstaben bezeichnct. 

Satz 2. Aus (fr) av ta bzw. (i}i) a,, ,i a /olgt ,:•-lim a,. = a. 

Bcweis . Es sei (m a,. 1- a. Aus Nr. 8.2:x) c>rhalten wir : 

Jim w (a,.) ~ ,CJ (a). 
Aul3l' rdem gilt: 

,v {a ,.) < w (a, . . ; i) ::::; iu(a), )1 = I,~ . .. . , 

{I} 

also wird ,c, (a. + a,. + k) = ,o (a, . .,_ d - w (a.) fi.ir gcniigend gro13es v belie­

big klein , cl. h. {o,}, = 1, 2, . .. ist cine ,u-Fundamentalfolge in fr,. Wegen 

dcr Vollstandigkeit des metrischen Rau mes~ existiert cin a* E ~, so dall 
ici-Iim a,. = a* gilt. Setzen wir nun fi.ir festcs Jl u,, Der a,,, v = l, 2, .. . , 

so ist a,, = ,C:·-lim b. also 

a,, o* = Oµ · ( •t··-lim 11 ,, ) = iv-lim u,. · ,T,-lim 11,. 
. J' - , 00 I' - >00 l' -+00 

= w-lim (b,. a,) = ,'i,-lim (a a ) =-= 1't1-lim a = a • ' fl I' µ Jl 
,,-·-oo 1• - .-.. 00 ,· - >co 
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Jctzteres, weil 0 1, a,. = a,, fiir 1• 2 11gilt, wir habcn also a,, a*= n,, . hierau:-; 
folgt a,,~ a*, /t = 1, 2 .... , also 

a~ n*. (II) 

Es ist deshalb w(n) ~ iZ, (n*) = Jim iv(a,.). Dies zusammen mit (1) er­
gibt w(a) = w(a*). V11egcn (11) ist aber ,"i•(a +a*)= w(a*) - W(l1) = 0, 

also a* +a= 0 uncl claher a*= a, also ,Z1-lim a,.= a in ~- Dual 
beweist man den andcrcn Tei! des Satzes. 

Satz 3. Aus a,.~ n,. + 1 bzw. n,.~ n, . . ,. 1, a,.E ~. 11=1, 2 .... , jolgt die - - -
E xistenz cines a E lY mit (fr) a,. t a bzw. O}i) a,. 1-a. 

Bewcis. Es sci a,.~ a, .. , 1, 11 = 1, 2, ... Zucrst bcwcist man \\"it' bcim 

vorigcn Satz, da!3 w-lim a,. = a* in i existiert und da!3 

a,, a*= a,,. cl. h. 11i, ~ a* fiir ft = I. 2, . . . (1) 

gilt. Es gilt aber au13erclem: 

A us a,. b = a,,, 1• = .I , 2, . . . . b E g: fol gt : ( 2) 

n* Ii = (,o-lim a,.) · b = 10-lim a,. b = w-lim a,. = a*, also a* (1 = n*, 
cl. h. a*~ b. 

00 

Wcgen (1) und (2) ist aber a*= (fr) V a,., d. h. (fr) n,. t n*. Dual 
.. ~- 1 

beweist man den anclcrcn Tei! des Satzcs. 

Aus den bcidcn Siitzcn 2 uncl 3 folgt, dall die W. io stetig auf ~ ist 

und cla!3 lY cin a-Boolcring ist, cl. h. cs gilt cler 

Satz 4. (§, w) ist cin a-W-Fcld. 

Das a-W-Fclcl (§, i:'·), <las wir aus elem \V-Fcicl (J, w) durch metrischc 
Vollstancligung gc\\'omH·n habcn, bezeichnen \\'ir als die w-Hiillc des 
W-Fcldcs m. w). 

Mit Hilfe clcr Siitze und Dcfinitioncn van Nr. 8.2 bcwcist man den 

Satz 5. Bci der Ei11bett1111g (g:o, u1) VOii m. w) in (fr, re•) bleiben w­
stetige Verei11ig-m1gc11- k w. D11rchsclmitfc 11J1d Gren::cle111e11tc VOJ/ algebraisch 
lwnvergenten Folgen, dcrcn J<on vcrgcnz ,u-stctig isl , 1111gcii11dcrf. Die W. ,£;, 

ist stets stetig au/ g0 rclativ g:. 1st insbesondcre die JV. w stetig au/ IT vor­

ausgesetzt, so ist die Eiubett11ng lYo von 'iY t'n ij a-regular, d. h. die J,V. ii· 
stctig au/ g:0. 

Ferner gilt folgcnder wichtigcr 

Satz 6._ 6 ist dcr ldeinste a-Booleunterring von 'i_r -iibcr i 0 , mzd zwar 
"t"lt · ~ = c-r.ao =rt.o a=c-r.l1 
1:, • u no u 0 Oo · 

1 Ist !U ein a-Boolering und Sl eine nicht leere Teilmenge von 58, so wird 
als sta bzw. Si 6 die Tc1lmenge von \U bezeichnet, die aus Sl' dnrch Adjunktion 
aller (IB) Va; brn·. (\U ) n ll; mit ll; E Sl' und 111 ::;:; ~o entsteht. Si 1 ent-

i £ / i £ / 

steht aus Sr durch Acljunktion aller Grenzwerte (~) Jim alga,. = a, mit 
av ESl', V = 1, 2, ... , ~1° 0 bzw. s,oa 1st dann (Sla)cl bzw. (Si6)a. 
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Beweis. _ Wir brauchen nu~ zu zcigen, dal3 ~~ 6 ~ ~ bzw. ~ia~ g. 
hzw. 'J~~ ~ gilt. Es sci b E IT;, dann kann man {J = w-lim a. mit 
n. E ~ 0, v = ] , 2, ... , sctzen . 0. B. d. A. kann angenommen werden, daB 

( ) 
- 1 . 

(! a,, a. + 1 = w (a. + a,. + 1) < 
2

,. gilt, dcnn jedc w-Fundamentalfolge 

bcsitzt eine Teilfolgc, die diesc Bedingung erfiillt und cliese Teilfolge 
kann bei der Darstellung von {J bcnutzt werdcn. 

Wir setzen 
00 00 

.,,1: = V o,., dann ist Jim alg o,. 
•· = k 

(\ 51: = (1. 

k = I 

00 

Dara us folgt nach Satz 2 iu-Iim <:-,.- = o. Da a her 5,.- + a,, £; V (a,. + (1,. •. 1) 
r = k 

gilt1 und daher 
00 ~ 1 1 1v (o,. +. 5k) < Y -v (o + o ) ...- """" -

h ..-., ' I ' • I' + 1 --- ,,,:;;;_, ~ - 21:-, , 
••=k •· =k 

so ist {ak + sk}k = 1. 2, ... cine ,0-Nullfolgc, cl. h. die ici-Fundamcntalfolgc11 
{ak} und {sk} habcn denselbcn Grenzwert, d. h. o = b. 

V/ir habcn also fiir jedes {J E ~ stets {J = (\ V a, ~- r mit o. E g:0 , 

l' = lr = O 

,. = l, 2, ... , d. h. u E '/r~,1- Es i~t deshalb ~~ 'J-~ 6 • 

\:Vir sctzcn nun 

00 00 

bk = (\ ll"' dann ist lim alg o,, = V bk = n. 
v = k - -- k = l 

Nach Satz 2 ist dann iu-lim b,, = o. Es gilt auch hicr aus 
Dualitatsgriindcn, dal3 die Folge bk + ak, fl= 1, 2, ... cine ,o-Null­
folgc ist, cl. h. 0 = iu-lim bk = io-lim Ok = u, also (1 = 0; dies bc-

00 00 

deutct , dal3 (J = V (\ Ov+r mit o. E 'J-0, 1• = l, 2, ... gilt, d. h. 
1• = lr = O 

J~ 'J~a. Es ist nun klar dal3 auch fr;= 'Jt gilt. 
8.5.1. Ucmerkung. Ans Satz 2 und dcr Definition dcr algcbraischen 

Konvcrgcnz folgt: 

I. Aus (m lim alg Ov = a folgt w-lim o,. = o. 
Ist umgekchrt {o.} cine w-Fun<lamentalfolge in 'J, so cxisticrt einc 

Teilfolgc {atJ mit ,ii (akv + ak .. 
1

) <:. . Einc w-Fundamentalfolge {ak.}, 

die diesc Bedingung erfiillt, konvergiert algebraisch, wie wir im Beweisc 
des Satzcs 6 gezeigt haben, und zwar gegen dasselbe Grenzelement wic 
die ,o-Fundamentalfolg':! {a.}. Es gilt also 

1 Vgl. HAUPT-AUMANN-PAUC [1], Band III , S. 16 Formel III oder 
1'APPOS [6]. 
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II. Aus iv-lim a,. = a in lli folgt die Existenz einer Teilfolge ai-,., 

i· = l, 2, ... , mit (IT;) Jim alg nk = n. 
V 

8.(i. Eindcutigkcit dc1· Erwcitcmng. Ein a-W-Feld (tl'', w') heiOt eine 
,1-Erwciteru11g eincs W-Feldes m. w), wcnn ein vV-UnterfeJd (u;~. w') 
von m', w') mit folgcndcn Eigcnschaften existiert: 

l. ('i5-~, w') ist zu (6, w) isomctrisch, cl. h. (3-~. w') ist einc isometrischc 
Einbettung von (fr, w) in (~', w'). 

2. tS·~ ist cine a-crzcugcncle Basis von 'if, cl. h . der kleinste a-B00Je-
111lterring VOil 'i5-' i.iber ~-~ fi.illt mit !Y' zusammen 1. 

Aus den Satzcn VOil Nr. 8.fi folgt nun: 

Satz 7. Das a-W-Feld (§, w), d. h. die metrischc Hiille (i\·, io) des 
W-Feldcs (J, w) ist cine a-Erweitcr1111g des W-Feldes (ij, w). 

Es sci (Ui, w) cin a-W-Fclcl und (Ui1, w) ein bclicbiges W-Unterfclcl 
von (ij, w), clann ist offenbar die \V. w stetig auf IT;1 relativ ~- Es gilt: 

Satz 8. Es sci ('iS-, w) ci11 a-W-Feld u11d (61, w) ein W-U11ter/eld vo11 
(tr, w) dcrart, daf] 'i5-1 ci11e a-crzcuge11de Basis van ~ ist. /)ann gilt: 

"'l: _ <;t,"o _ ';'..Oa _ "'ti _ ':,.I' 2 
U - Ul - Ul - 01 - u1• 

Bewcis. ';y, aufgefal3t als Punktraum mit der Entfernung g (a, b) = 
w (a + b) ist cin vollstiindiger metrischer Raum. Denn ist {a,,} cine 'if.'­

Fundamcntalfolgc, so konncn wir annchmen, da/3 e(a., a,. + 1)= 

w(a,. +a,. + 1) < 
2
~. gilt. Wir bilden dk = .Ok a,., sk = ,.Vk a,. und 

habcn dk<;,_ aks;; sk. Die Folgcn {dd und {sk} sind w-Fundamentalfolgen. 
i\fan zeigt wic bcim Bcwcise des Satzes G, claO {dk + aJ bzw. {sk t dd 
.e1-Nullfolgcn sine!. Da aber w-Jim dk = Jim alg dk bz,L w-lim sk = 
Jim alg s,, und w-Jim dk = w-lim s" gilt, so ist w-lim a,. vorhanden 
und = Jim alga,., cl. h. 6 ist, als ein mctrischcr Raum betrachtet, voll­
sUinclig. Wcgen dcr Vollstandigkeit von (ir, w) ist (il;\', w) isomctrisch zu 

dcr w-Hi.ille (fr1, ,7,) von (61, w). (ff~, w) ist deshalb cine isometrische 

Einbcttung von d3\, ,o) in (g;, w). Da aber die W. ,7, auf fr;1 stctig ist, 
so ist dicse Einbettung a-regular. 6i ist also der kleinste a-Booleunter­
ring von 6 i.iber g-1 , also identisch mit 6· Wcndet man nun den Satz li 
an, so erhalt man die Bchauptung. 

Satz 9. Allc a-Erwe#erungcn cines J,V-Feldes (6, w) sind isometrisch 

:meinander (m. a. \V. isometrisch zu der w-Hiille (~, w) von (fr, w)). 
Beweis. Es sci (g.', w') cine bclicbige a-Erweitcrung von (ir, w). Es 

sei ferner (6~, w') bzw. (!Yo, io) cine isometrische Einbettung von (6, w) 

in m', w') bzw, (~. w). Dann ist '60, w) isometrisch Zll (g.~, w'). Es sei (p 

1 Beziiglich dicser Definition vgl. Anhang Nr. 5.5 
~ Hierbei entsteht iH' aus o\ <lurch Adjunktion aller Grenzelemente 

w-lim av = a. in ff mit d, E ~ 1 , 1• = 1, 2, ... 
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diese Isometric. Es gilt ,-;;i(a) = w' (cp(a)) filr jedes aE t5i0 • Daraus folgt: 
{av} ist cine Fundamentalfolge in J0 clann uncl nur dann, wenn {rp(a,,)} 
cine Fundamentalfolge in {Y~ ist. Es gilt: io-lim a,.= a in !Jo dann uncl 
nur dann, ,,·enn w' -Jim <p (a,.) = rp (a) in !Y~ ist. Setzt man rp zu eincr 

.\ bbilclung ip VOil j auf ir' fort durch die Fcstsetzung: 

fur jccles .x E tr sci ip (.x) = w' -Jim <p (x,.), 

,,·obci {.x,.} cine Fullclamcntalfolgc in tYo mit ,";;i-Jim x,. = x ist, so ist 
diesc Fortsctzung cp cindeutig bestimmt (cl. h. unabhangig VOil cler ·wahl 

der 1u-Funclamentalfolgc in 60 , die gegen x E ~ 171-konvergicrt) uncl erklart 

cine Isometric zwischen § und 1-Y', die fi.ir die Boolcunterringe iJo und 
J~ mit qi zusammenfallt. Damit ist der Satz bewicscn. 

Bemerku11g. Die a-Erwcitcrung (w-Hiille) ('~. ie-) von (!Y, w) ist von 
dcr W. w abhangig. Einc .Anclerung dcr W. kann auch die algcbraisclw 

Struktur clcr Hillie § ii.ndcrn (vgl. 8.11, Bcmerkung). 
8.7. Stabilitat. \Vi<' wir bis jctzt gczeigt haben, kallll man jcdem 

\\ '-Feld (ty, w) bis auf Isometric cindeutig ein a-W-Felcl (§, ,ci) zuor~nen. 

\\'clchcs cine a-Erweitcrung von (/Y, 1c) ist. Es wurde gczeigt, cla/3 ij ein 

r,-Boolcring ist uncl w cine stetigc W. auf § ist. Es gilt aber aul3erdem 
der: 

Sat:; 10. Es sci (lJ', ,c') ci11 a-lY-Fcld (cl. h . i5·' ein a-Boolering mu! 
,,·' cine stetige lV. au/ t1,'), dan11 ist i}i' cin Voll-Boolcring, d. h. stabil ft"ir 
I· creinigmzgen u11d D11rclzsch11itte ·van beliebig vie/en Elcmc11tcn 1 . 

Bewcis. Es sci {x;}ic/ cine beliebigc Familic aus iY'· Es bczeichn!' 
li: clas System aller endlichcn Tcilmengr~n von I und fi.ir jccles EE ~ 
s1,- = \vi X;, clann 0xisticrt off en bar: 

icB 

sup ,c' (sE) = ex uncl ist :S:: I . 
1-:,IS: 

..-\us der Definition des Suprcrnums folgt : Jcclem v ki.innen \\'ir einc cncl-

lich0 Teilmcngc E,. E ~ zuorclncn, so dafJ w' (sB,.) > c"\ -
2
~. gilt. Nun ist: 

!J (sE,• SE ) :::::: n (s,., 'Sp VF)+ n (sF VF' SE) 
I /l '- "/t .,/I "J• .._, "JI "I' J' 

. , ( ) __ , ( ) , ( ) , ( ) < l l = ,U SE VB. -,L' Sp -\-W SE UF -W SE =-+-, 
fl. I 

4 /l 4 /L "J' J' 2/1. 2" 

d. h. lsE,.),. ... i.~ ... . ist cine Funclamimtalfolgc in J'. Es sei w'-lim sE. = 
s E J' (clcr wegen der mctrischen Vollsttindigkcit von ts-' stets existiert). 
Es ist offensichtlich w' (s) = ex. Nun ist for ein beliebiges -i EI: 

,,i (.'\'. ; Vs) - w' (s) = lim (w' (x; V sH,.) -w' (st: )) s lim ~ = 0. (I) 
J• - :- oo " 1•-► 00 2 

1 Beziiglich clicscs Begriffes ,·gl. Anhang Nr. 5.2. 
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D1,nn es istix > w' (x; V sE,) > w' ( sE,.) > C\: - :,. , 1• = 1, 2, ... , also 

w' ( X; V sE,.) - w' ( sE,.) < :,. , 1• = 1, 2, ... 

:\us (1) aber folgt: 

x 1 Vs = s, cl. h. X; ~ s fur jedes i EI. (2) 

Es sei nun y E ~, mit y;;) X;, i EI, dann ist y;;? sE,.• 11 = 1, 2, ... , d. h. 

_v f\ sE. = sE,., also auch y f\ s = s, d . h. y;;) s. Es wurde also gezeigt: 

Fiir jedes yE~' mit y;;)x;, iEI, folgt y;;)s. (3) 
Aus (2) und (3) folgt nun, daJ3 V X; = s gilt. ~' ist also stabil gP.-

i cI 
gcniiber der Bildung von beliebigen Vereinigungcn. Daraus aber folgt 
die Stabilitat von ~, auch gegeniiber von beliebigen Durchschnitten, 
d. h. ~, ist ein Voll-Boolering. 

8.8. Verschiedene Bemerkungen. Es entsteht nun die Frage, wann 
ci11 Boolering, insbesondere also ein a-Boolering cine stetige \V. tragen 
kann. Zuerst bemerken wir, daJ3 ein a-Boolering, der nicht ein Voll­
Boolering ist, keine stetige W. tragen kann. Dies folgt unmittelbar aus 
Satz 10. Es gibt auJ3erdem Voll-Boolcringc, die keine stetige \X/. tragen 
kijnnen , z. B. jeder Voll-Boolering der Forn1 ~ (E) mit einer Grundmenge 
E, dercn l\fachtigkeit > i-;0 ist. Dies folgt leicht aus der Striktpositivi­
tat der W. und der Tatsache, daJ3 der Boolcring ~ (E) atomar mit iiber­
abzahlbar vielen Atomen ist. Es gibt aber auch atomfreie Boole­
ringe, die keine stetige \V. tragen konnen. 

c\) :Man kann namlich folgenden Satz beweisen: 
Satz 11. Ein atom/re£cr u11d algebraisch separabler Boolering ;fl l.ann 

J,ci11e .stetige \Xl. trageu. 
,Beweis. Es sei ;fl ein atomfreicr und algebraisch scparabler Boolering. 

Angcnommen Wist eine stetige vV. auf m. Es sei {x1, X2, ..• } ein abzahl­
barcs nnd algebraisch dichtes Teilsystem in 58. Es seicn ferner s1, s2, ... 

00 

abzahlbar unencllich viele positive Zahlen mit 2: s,. < l. Zu jedem v 
••= I 

cxistiert cin y,. E ~ mit y. ~ x,. nnd w (y,.) < s., y. =F 0. Aus der Tatsache 
namlich, daJ3 ;fl atomfrei ist, folgt zuerst die Existenz eines z E 58, z * 0, 
mit z C x, .. dann ist abcr 0 =f' x,. - z = :.:' C x,, und offensichtlich die \V. 

von :: oder z' < ! w(.r,.) . Es laJ3t sich deshalb cine absteigende Folge 

Z1c ) zk+ 1, k = 1, 2, . . . mit zk =f= 0, zk C x, fiir jedes k = 1, 2, ... , und 

W (zk) > ! W (zk + 1) baden. Dann cxistiert 'aber cin Index ko derart, 

da/3 w(zk,) < t,.. Es geniigt also y, = zk, z11 wahlen. Da nun 
00 00 

2: w (y,) < 1 gelten soil, kann nicht V y,. = c sein . Es existiert 
•• .= I I'= l 

dcshalb ein x E 58 rnit x =F e und y,. ~ x fiir jecles 1• = 1, 2, ... Dann i.st 

E1-gcb11. d. ~Inthcm. N. F. H. '.! -1, Kappo,; 



34 II.8. ::\letrik in W-Feldern. i\Ictrische Enveiterung eines W-Feldes 

aber xc -;- O und fi.ir kein v = 1, 2, ... gilt xc ~ x,., weil x,.~ y,. -;- 0 ist. 
Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, daf3 {x1, x2 , ••• J algc­
braisch dicht in 55 liegt. Hiermit ist Satz 11 bewiesen. 

Wir bemerken, daf3 die strikte Positivitat der \V. beim Be\\"eise des 
Satzes 11 nicht benutzt wurde. Ein atom/reicr und algebraisch separabler 
Boolering kann deshalb auch keine stetige Quasi-Wahrscheinlich!wit trage11 , 
also auch keinc zwciwertigc stetige Quasi-TV alzrscheinlichkeit. Ein wich tiges 
Beispiel eines Voll-Booleringes, der atomfrei und algebraisch separabel 
ist, ist der Restklassen-Boolering des a-Korpers der BoREL-Teilmengcn 
des In tervalles E = { x: 0 < x < 1} mod. des Ideales all er BOREL-Tei 1-
mengen der ersten Kategorie. 

/J) :Man kann sehr leicht zeigen, daB jccler Boolering 55, clcr minclc­
stens ein Atom besitzt, stets cine stctige zwciwcrtige Quasi-\V. tragcn 
kann; ist insbcsonclere 55 ein atomarer Boolering, so kann fi.ir jcdes 
Element a -;- O in 55 die stetige Quasi-\V. derart dcfiniert werclen, dail 
,u(a) = 1 gilt. Zurn Beweise dieser Tatsache bemerken wir, wenn b = a 
ein Atom in 55 ist, und eine Funktion v in 55 folgendcrmaf3cn erkliirt 
wird: v (x) = 0 oder v (x) = 1 je nachdcm b ~ ;\..c oder b ~ x gilt, so ist v 
cine zweiwertige stctige Quasi-\V. auf 55 mit v (b) = l. Ist a belie big 
und existiert ein Atom in 55 mit b ~ a, dann erkliiren wir : v (x) = 0 
oder v (x) = 1 auch je nachdcm b ~ x" oder b ~ x gilt. v ist auch clann 
cine stctigc zweiwertigc Quasi-W. auf 55 und cs gilt v(a) = 1. 

Aus /J) und Satz 11 folgt nun: 
y) Ein algebraisch separabler Boolering kann dann und nur clann 

cine stctige Quasi-\V. tragen, wenn er minclestens ein Atom besitzt. 
8.9. Einigcs iibcr die algcbraischc Struktur dcr W-Fcltle1· mit stctigcr 

Wahrsd1cinlichkcit: Es sci (~, w) ein a-W-Fcld, dann ist ~ ein Voll­
Boolering (vgl. Nr. 8.7). In~ gilt aber nicht stets clas a-distributive Ge­
sctz im erweiterten Sinnc (vgl. An hang Nr. 5.10). l\fan kann abcr zcigen, 
daf3 in lJ das schwache a-distributive Gesetz (vgl. Anhang Nr. G.10) 
gilt. Dies folgt aus folgcndcm Satz: 

Sat;; 12. ] edcr Booleri11g 55, der eine stetige W. tragen lwn11, isl 
schwach a-distributiv. 

Be,ceis: Es sci a;,; cine Doppclfolge von Elem en ten aus 55 mi t 
a;,;~ au + 1 fi.ir i, j = 1, 2, 3, . . . Es bczeichne N die Gesamtheit aller 
unencllichcn Folgen 11 = {111,112 , . . • } von nati.irlichen Zahlcn. Es sei fcrner 

00 00 00 

(ll,) V a . . = 11 -E \l3 t,J l 

j = l 
bZ\\·. (\H) f\i a; E \8, (55) (\ a;, 11 • E 55 

i = l .; = 1 ' 

fi.ir jedes n EN. 
00 

Wir zeigen: Es existiert (\8) V n a;, 11, E )8 und es gilt: 
n£J..Yi = l ' 

00 00 00 

(Q3) (\ V a;,j = V n ai,11;· 
i = Jj = l n£Ni = l 

(D) 
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CX) 

Wir sctzcn a = (\B) (\ a, und bctrachten eine strikt positive und 
i = l . 

a-additive \V. w auf ~n. die nach Voraussetzung vorhanden ist, dann 
haben wir wcgell der Stetigkeit von w: 

w (a;) = _Jim w (a;) fiir jedes £ = 1, 2, ... 
J-► 00 

l.'.u beliebigcn s > 0 uncl i = l, 2, ... existiert cleshalb eine natiirliche 
l.'.ahl f::; clerart, clal3 

(1): 
E E 

w (a;,1.) > w (a;) - "'' , also auch w (a, a1_1.) < :!' 

CX) 

gilt; cla {/::1, li2, ... } E N, so existiert (\B) / \ a;,k; = b1, E \B uncl wir 
i = 1 

habcll: 
CX) 

d .a· Vi, = a· V ah.-Dot . , , 
I = 1 

CX) 

Die Existcnz alwr VOil (~) V a1_,..; in ~ sichert bekalllltlich die Exi­
; = 1 

CX) 

,;tenz VOil (\B) Va· a1 ,.._ in 'l~. nncl es gilt: 
' I 

·i = 1 

00 00 

rl=abZ=a· \J a7,1.-;= V a·a'l,1.-;" 1 

i ~ 1 i = 1 

Daraus Ullcl ans a s;; a; mit Beriicksichtignllg von (1) folgt: 

00 

\Vir betrachten nun ein x E ~ mit x~ 1"\ ·a;,11 ,, fiir jedes n EN, dann 
i = 1 

CX) 

ist auch x~ (\ ai,k; = b" = a - d, also 
i = 1 

w (x) >- w (.n a;,1.,,)· = w (a) - w (d) > w (a) - s 
i = 1 

und weil e > 0 belicbig klein gewiihlt wcrdenkann, so ist w(x) > w(a). 
Da die linke Seite in (D) in jedem Verband die rechte stets enthalt, so 
ist 

00 

a~ (\ a;, 11 , fiir jecles n f . 1,.:_ 
i = 1 

00 

Da diese Eigenschaft auch x hat, so gilt ax~ /\ a;, 11 , fiir jedes 1t EN. 
i = 1 

Dann zeigt man aber, wie vorher, dal3 w (a x) > w (a) gilt. Aus w (a x) > 

1 Die Operationen sind als in ~ clnrchgefiihrt zu verstehen. 

3* 



36 11.8. Metrik in \.Y-Feldern. Metrischc Erwcitcrung eines \V-Fcldes 

w(a) > w(a x) folgt aber w(a x) = w(a), was gleichbedeutend mit 
a x = a, d. h. a f; x ist. a ist deshalb die kleinste obere Schranke von 

00 

allen A a;,.., n EN. (D) ist also bewicsen und damit auch unser I \ • • 
i = 1 

Satz. 
Es ist jetz.t schr lcicht folgenc\en Satz z.u bewciscn (vgl. HORN­

TARSKI [1]). 
Satz 13. F1·ir jcden algcbraisch scparablcn Baaleri11g sind /alge1Ide 

.-111ssagen iiquivalcnt: 
I. 58 kann cine a-additive W. tragc11. 
I I. 58 ist atamar. 
III. In 58 gilt das schwaclzc a-distributive Gcsct:::. 
8.9.1. In der oben genannten Arbeit von HORN-TARSKI, wic auch in 

den folgenden Arbeiten: DOROTHY lVIAHARAM [l], S. E~Ol\lOTO [1], 
E.G. SMITH and A. TARSKI [1] werden weitere Kriterien angegeben, 
die ein Boolering erfilllen mu/3, um a-additive \:Vahrscheinlichkeiten 
tragen zu konnen. 

8.9.2. Bekanntlich (vgl. G.1) kann jeder Boolering 58 auf einen 
Kurper Sl' von Teilmengen einer Grundmengc Q isomorph abgebildet 
werden. Tragt nun 58 eine W. bzw. Quasi-W. w, so wird durch/t (ip(x)) = 
w (x) , qi(x) E Sl fur jedes xE 58, wobei <p die Isomorphic von 58 auf Sl 
be<leutet, auch cine W. bzw. Quasi-W. µ auf .~ definiert. Das W-Feld 
bzw. Quasi-W-Feld (58, w) ist dann isometrisch zu (St, p). E . HEWITT 
[l] und H. BAUER [1] haben nun folgenden Satz bewiesen. 

Satz 14. Es sei (lJ, w) ein Quasi-W-Feld, 'ii.'abci t\" cin Baaleu11terrin[; 
cines Baaleringes ~, isl, dann isl die Quasi-J,V. w au/ ~ stetig ( a-additiv) 
relativ ~•, dann 1111d nur dann, wc11n /iir jedcu scparfrrtcn I samarphism11s 
1P van ~• a11/ einen Karper Si'' van Tcilmcugcu ciner Gr1111d111engc Q (vgl. 
Nr. G.3) ( der auch den Baalering ~ au/ cinen U-nter/djrpcr .Q 11011 .Q' ah­
bildet), die d11rch: 

µ(vJ(x))= w (x), 7P(x)EE flir jedcs :r E \1.~ 

de/i11icrte Quasi-W. /l au/ ~T = 1p (g;) mengenthearctisch stet ii; (a-additiv) 
isl. 

Im Satz 14 kann auch lY = 'J;' vorausgesetzt ,,·crclen. 
8.!l.3. Bei vielen wichtigen Booleringen, die keine a-Boolcringe sind 

und cine W. bzw. Quasi-W. tragen, stellt man fest, cla/3 <lie W. nicht 
a-additiv ist, 7,_ B. kann man zu jedem Intervallfclcl, clas keinc Atome 
bcsitzt, eine W. zuordnen, die nicht a-a<lditiv ist. I. L. HODGES (vgl. 
HORN-TARSKI [1]) hat ein Beispiel cines Booleringes gegeben, der kein 
a-Boolering ist und cine stetige W. tragcn kann. Der Boolering 58 von 
HODGES besteht aus den endlichen Teilmcngen der Menge der natiir­
lichen Zahlen und deren Komplementarmengen, ist also ein Booleunter­
ring, des Booleringes t1N• aller Teilmcngen dcr Menge der natiirlichen 
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Zahlcn. '8 ist algcbraisch scparabel, aber atomar und kein a-Bople­
ring. i\ian zeigt leicht, da/3 ~ ein a-regularer Booleunterring des Boole­
ringes ~t-:• ist. Jede stetige W. auf ~t-:• ist deshalb nach Satz 1 Nr. 7.3 
auch stetig auf ~- Da/3 Q3 algcbraisch scparabel und atomar ist, hat 
auch als Folgerung die Existcnz ciner stetigcn \V. auf ~-

8.10. Rein endlich additive Wahrsrhoinlirhkoit bzw. Quasi-Wahr­
scheinlichkoit. Es sci \H cin Booleuntcrring cines Boolcringes ~•. Auf 
'8 sci cine W. bzw. Quasi-W. w definicrt. Wir bctrachtcn alle auf ~ 
clefinierten reellen Funktioncn µ, die nicht negativ uncl additiv sind. 
mit 1-t(c) < l. Eine solche Funktion µ bezeichnen wir kurz als ein Ma13 
auf \H. Insbcsondere ist jecle Quasi-W. auf m ein Maf3. Ein l\faf3 auf ~ 
heil3t a-additiv relativ m', wenn fiir jede Folge a1 , a2 , ••• aus m mit 

00 00 

a; f\ a1 = 0, fi.ir i =j= j, uncl (Q3') V a;= a E Q3 gilt µ (a) = ,.1: µ (a;)-
i = 1 i = ·1 

Eine \:\1. bzw. eine Quasi-W. bzw. allgemein ein Ma/3 w auf m heil3t 
nun re£n cndl£ch add£tiv rclativ ~•, wenn aus O::;;: µ :s;: w 1 folgt µ = 0 
fiir jedes relativ m' a-additive Ma/3 µ auf ~- E. HEWITT [1) und H. BAUER 
[1) .haben gezeigt, dal3 jede W. bzw. Quasi-W. bzw. allgemein jedes 
Maf3 w, das auf m definiert ist, sich auf genau cine Weise als Summc cines 
relati v Q3' a-additiven Mal3es µr, und eines relativ Q3' rein-endlich additiven 
:lfaOes µv darstcllen la.Ot. Man bezeichnct µc als den relativ m' a-additiven 
und flp als den relativ ~• rein-endlich additiven Teil von w. Nach 
H. BAUER [1] kann der relativ m' a-additive Teil µc von w wie folgt 
berechnet werden: 

Man definiert auf m' mit Hilfe VOil 1('! auf m cin iiul3eres :iVIal3 ,e* wie 
folgt: Fiir jcdes a E ~ wird gesetzt: 

00 00 

w* (a) = inf ~ w (x;), a= (~n V X;, 
i =l i •~ l 

X; f\ X; = 0, £ =]= j, 

cl. h. das Infimum iiber alle Summen ~ w(x;), wclche sich fi.ir Folgen 
x 1, x2, • .. von paarweisc fremdcn Elementen aus· m ergebcn, deren Ver­
cinigung in ~• gleich a E m isL Dann gilt, wie BAUER bewiesen hat : 

Pc (a) = w* (a) filr jedes a E Q3. 

Aus dicsem Satz folgt nun: 
o.:) Ein Mal3 w auf m ist dann uncl nur dann relativ ~• rein-endlich 

additiv, wenn Zl1 beliebigcn e > 0 cine Folge { x;}i = l, 2, . .. paarweise 

fremdcr Elementc 
00 ,, ( ) 
.- W X; <E. 
I = 1 

aus cxistiert 
00 

mit: a = (IB') V X; uncl 
i = I 

\Vir erwiihnen auch folgendcs Kriteriun, fiir die rein-endliche Addi-
tivitat (vgl. BAUER [1]). 

1 0 ~ ,, ::,:; ,1, bedeutet O ;:;; 11(:i-) :£ w(x) fiir alle ,v E ~'-
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· {J) Ein ::\Ial3 w auf m ist clann und nur dann relativ m' rein-endlich 
additiv, wcnn fiir mindestens einen separierten Isomorphism us 1P von m' 
auf einen Ki:irper ~1' von Teilmengen einer Grundmenge Q, das :Maf3 
,u (tp(x)) = w(x), '1/J(x) E Sl, fi.ir alle xE m mengentheoretisch (d. h. rela­
tiv ~ (Q)) rein-endlich additiv auf Sl ist. Hierbei ist hl der Unterkorper 
von st', der aus all en 1p (x) fiir x E 5B besteht. 

8.11. Topolugischc Bcmcrkungcn. Es sei (~. w) cin a-\:V-Fcld; dann 
induziert die w-Konvergenz einc Topologie auf 'iy. u- ist bcziiglich 
dieser Topologie ein vollstandiger metrischer Raum, und zwar ist dies<' 
Topologie unabhangig von der Wahl der \:V. auf ~- Es gilt n;imlich fol­
gender 

Satz. 14. Es sei i cin a-Boolcri11g und w bzw. v stet£gc (a-additive) 
Wahrschei11liclil,citcn au/ 'i_li. Es set fcmcr a,., 1, = l , 2, .. . , cine Falge 
aus ij, daun gilt : 

Es ist w-lim a,.= a in ~ da1111 1111d nur da1111, ,cenn v-lirn a,.= a 
in u- isl. 

Bc.i·eis. Aus w-lim a,.= a folgt (vgl. 8.5.l, II) die Existenz eincr Teil­
folge ak ,., 1• = 1, 2, ... , mit lirn algakr = a. Nach Nr. 8.5.l ist aber clann 

,1-lim ak,. = a, cl . h. lim v (ak,. +a)= 0. 1st allgemeiner a,,,., 1• = 1, 2, .. . , 

eine bcliebigc Teilfolge von a,., v = 1, 2, ... , so existiert eine Teilfolgc 
a1, , 1• = l, 2, ... , mit lirn v (a,, +a)= 0. Letzteres aber ist glcichbe-a I' (>I' • 

deutend mit lim v(a,. +a)= 0, cl. h. v-lirn a,.= a. Die Umkehrung 
bc,veist man analog. 

Bemerkimg. \Venn ti; ein Boolering, aber kein a-Boolcring ist, uncl 
,c und v z,,-ei \:Vahrscheinlichkeiten auf ~. die verschieden sind, clann 

braucht die w-Hi.ille diw, w) nicht zu der v-Hi.ille ('§,,. i'•) isometrisch zu 

sein (vgl. auch Bcmcrkung zu ~r. 8.G). sogar der a-Boolering §.,. 
braucht nicht zum a-Boolering lS·,, isomorph zu sein (vgl. Beispielc 
:-/r. 11.G, Bcmcrkung 2). 

Aus Satz 14 folgt: 
Satz 15. Es seien (u-, w) u11d ((~. v) zwei a-JV-Felder, dann isl jcder 

1 somorphismus <p von ij au/ (\_\ c£11 H omvomorphismus zwischen de11 1netri­
schcn Rii11me11 & und ®· 

Es gilt ferncr 
Satz JG. 1st dcr a-Boolcri11g 6 cines a-'vV-Feldcs (&, w) atomar, so ist 

der metrische Raum ~ lwmpald. 

Bcweis. iY kann bekanntlich hochstens abzahlbar vielc Atome habcn . 
1st die Anzahl der Atome endlich, so ist auch die Anzahl clcr Elementc 
von ~ encllich, also~ ist kompakt. Es seien also unendlich viclc A tome; 
die wir, ,rie folgt, numeriert denken: 

(A): 

Es geniigt zu zcigen, dafJ ~ homi:iomorph zurn Cantorschcn Diskonti-
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nmm1 C ist, das man bekanntlich als die Menge derjenigen Punkte g der 
Zahlcngerade definiert, die cine Entwicklung in einen triadischen Bruch 

(T): 
!/'1 !/'2 V',· . 

~ =-
3 
+- + · · · +- + · · ·, wobe1111. = 0 oder 2, 1· = 1, 2, ... _, 32 31• 71 

zulasscn. Einen Homi:iomorphismus von C auf ij erhalten wir dann durclt 
die Abbildung /, die jedem ~ E C als Bild ein Element / (?) = x E ij zuord­
net, wobei x die Vereinigung von allen Atomen a,. aus (A) ist, fi.ir welche die 
1·ntsprechende Ziffer -rp,. der Darstellung (T) von ~ gleich 2 ist. Diese 
Abbildung ist offenbar eineindeutig und stetig, also ein Homi:iomorphis­
rnus von C auf ij. Damit ist der Satz bewiesen. 

Man kann auch die Umkehrung dieses Satzes beweisen (vgl. Nr. 11.7, 
Satz VII). 

Kapi tel III 

9. Wahrscheinlichkeitsraume 

9.1. i)lcngentheoretische Stetigkeit (a-Additivitilt). Es sei Q cine 
(.;nmdmenge (ein Raum). Dann bezeichnen wir clurch 1,13 (Q) den Boolering 
aller Teilmengen der Grundmenge Q. Es sei ferner Stein Booleunterring 
von 1,13(.Q), also im klassischen Sinne (vgl. Kou.IOGOROFF [1]) ein Karper 
von Teilmengen der Grundmenge .Q, dcr Q als Element enthalt. 

Eine Quasi-\V. v auf Sr heil3t me11ge11theoretisch stetig (vgl. KOI.MO­

GOROFF [1], S. 15) auf M', wenn gilt: 
(Ms) Fiir jedc Folgc A,.~ A,, -1- 1 , A,. E Si\ 1• = I , 2, ... mit 

00 

(1,13(Q)) (\ A,.=0gilt lim v(A,.) = 0. 
,. = 1 11 - >- 00 

cl. h. wcnn sie stctig auf Sl' relativ 1,13 (Q) ist (vgl. Nr. 7.4 und 7.5). Die 
Eigenschaft (Ms) ist glcichwertig zu der mcngentheoretischen a-Addi­
tivitat (Totaladditivitat) der Quasi-W. v auf ~L cl. h.: 

00 

(ivLI') Fiir jecle Folge A,.E Sf, ·1, = 1, 2, ... , mit (1,13(Q)) V A,.= 
,. ~ 1 

00 

A E Sf und Ai A;= 0 fiir i =l= j gilt v (A) = 2; v (i l,.). 
••=I 

9.2. Der Begriff des Wahrschcinlichkcitsraumcs. Darstcllung von 
W-Fcldern durch Wahrschcinlichkcitsraumc. Bedeutet Q eine (nicht 
leerc) Grundmenge, Sr einen Booleunterring von ~ (.Q), der Q enthalt 
1111d v eine mengentheoretisch stetige Quasi-W. auf Sl, so bezeichnen wir 
(Q, Sf, v) als einen Wahrsclzeinlichheitsraum, kurz W-Ra11m 1

. Es gilt 

folg~nder 

1 KoLMOGOROFF bezeichnet dann 01', v) als ein \Vahrscheinlichkeitsfekl 
die Punkte von Q als elementare Ereignisse und jedes X E fl' als ein Ereignis. 
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Satz 1. Jedes W-Feld bzw. Quasi-W-Feld (~, w) lwnn stets durch 
cinen W-Raum (Q, St v) dargeslellt werdeu, derart, dap der Karper Sl' 
isomorph zum Feld ij ist 1111d (Sl', v) isometrisch Zit (ij, w) ist. (Q, Sr, v) 
heiPt dann cine Darstellzmg von (l}, w) durclt einen W-Raum. 

Beweis. Nach Satz 2 in 6.1 existiert ein Grundraum Q uncl cin 
Korper St von Teilmengen der Grundmenge Q, der zum Boolering Z\· 
isomorph ist. Es sei cp die lsomorphie von ~ auf St dann definieren 
wir: v (cp (x)) = w (x), cp (x) E Sr fi.ir jedes x E ~- Hiennit erhalten ,vir 

eine Funktion v auf Sf, die cine Quasi-W. ist. (~. w) ist offenbar isome­
trisch zu (Sl', v). Es bleibt nun zu zeigen, da/3 v mengentheoretisch stetig 
ist. Q ist (nach 6.3) ein total unzusammenhangender kompakter 
(HAUSDORFF-) Raum, wenn man st als cine offene Basis der Topologie 
von Q betrachtet. Sr ist das System aller zugleich offenen uncl ab­
geschlossenen Mengen in Q. Es gibt deshalb keine Menge XE St, die in 
unendlich viele nicht leere :Mengen aus Sf, die fremd zueinander sind, 

00 

zerlegt werden kann. Denn ist: X = V )(, X; X; = 0 fiir i =l= j, so ist 
i = 1 

II 

X = V X; fiir ein n und X; = 0 fiir i > 11. Damit ist aber gezcigt 
i=l 

worden, dal3 v auf Sf (trivialerweise) mengentheoretisch a-additiv, 
also auch mengentheoretisch stetig auf st· ist. 

9.3. Darstellung eines W-Feldes mit geordneter Basis. Beim Beweise 
des Satzes 1 haben wir die Stoneschc Darstellung (Q, St') fi.ir den Boole­
ring l} des W-Feldes (e;, w) benutzt, die man unabhangig von cler W. w 
des Feldes konstruiert. Das Problem dcr Darstellung eines vV-Felcles 
<lurch einen vV-Raum ist nicht stets eindeutig 16sbar, d. h. es existieren 
mehrere \V-Raume, die ein W-Feld darstellen. Fi.ir W-Felder mit georcl­
neter Basis lassen sich leicht Darstellungs-W-Raume bestimmen. So 
entspricht dem \\'-Feld (9C(K), n) des Beispieles 1 von Nr. 2.4 als Dar­

stellungsraum der W-Raum (E, l)((K),n), wobei E = g: O < ~ < J}, 
cl. h. die :Menge aller Punkte des halboffenen Intervalles [O, 1) der Zahlcn­
geradc ist, denn die W. n ist mengcntheoretisch stetig auf 9{(K). Dem 

W-Felcl (l){(R), n) des Beispieles 2 derselben Nr. 2.4 entspricht als Dar­

,;tcllungsraum der W-Raum (E, I){ (R), i), wobei Edie Gesamtheit aller 
Punkte der Zahlengeraden mit elem Pun kt -oo einschlie131ich ist. Wegen 
der Stetigkeit der Verteilungsfunktion rp(~) ist die W. n mengentheore­

tisch stetig auf 9( (R). Es gilt aber allgemeiner folgender 
I 

Satz 2. Jedcs W-Fcld m:, w) mil ciner gcordnetcn Basis IH isl zu 
ci11cm W-Unterfcld des lntervall/eldes (9{(K), n) t'.somctrisclt. 

Bewcis: Es bcdeutc 6 die geordnete Basis von I)( (K) (vgl. Beispiel l, 
Nr. 2.4). Wir ordnen jedcm b E 15 das Element lw(b) in 6 zu. ~s sei \5

0 
die Gcsamtheit aller 1,,,(//l mit b E \5. Die so erklarte Abbildung b ~,. l,,,u,i 
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ist cine Isometric von ~ in 6, d. h. cine Isomorphic, bei welcher ent­
sprcchende Elemente gleiche \V. haben. Es gilt namlich w(b) = :n:(lw(b))­
Diese Isometric kann zu einer Isometric von m:, w) in (9( (K), :n:) envei­
tert werdcn. Es sei (ij0 , n) clas isometrische Bild von ('J;, w) in (12!(K), ::r) 
hei dieser Isometric. Der Boolering 'J;0 ist ein Booleunterring von 12,{ (K) 
uncl dementsprechcnd von ~ (E) und hat ~o als eine erzeugende Basis, 
also ist (o;0, n) ein Booleun terring von (9( (K), :n:) und isometrisch zn 
('Ji, w). Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Als Darstellungsraum des \V-Felch~s (ij, ,v) des Satzes 2 kann man 
111111 den \V-Raum (E, 'J;0 , n) nehmen. 

Das \V-Feld (~ 111 • w) eines Systems m freien Ereignissen mit m = ~o 
(vgl. Nr. 2.3) besitzt abzahlbar viele Ereignisse, die algebraisch dicht 
in m111 liegen, ist also algebraisch separabel uncl clcshalb ein \V-Felcl 
mit einer geordneten Basis. Es hat cleshalb eine Darstellung mit elem 
halhoffenen Intervall [O, 1) als Grundraum . 

Bemerkzmgen. Es sci ~ die Gesamtheit aller \Vahrschcinlichkeiten, 
die auf 12! (K) definierbar sind. Jeder \V. w E ~ orclnen wir eine Funk­
tion <p10 ((J) =w(lp) fiir alle (J mit O <fl < l zu. <pw ist eine streng mono­
ton wachsende Funktion mit 'Piv(O) = 0, <pw(l) = 1. Becleutet umge­
kchrt <I> die Gesamtheit allcr Funktionen cp((J) JO :S: fl < l, die streng 
monoton wachsend sind, mit cp (0) = 0, <p (1) = 1, so entspricht jeder 
Fnnktion <p E </) eine w,,, E ~. die man wie in Nr. 2.4 durch: 

H-1 H-1 

w'P (X) = ;~: ,c•'P (IfJ~; ,1 1i~;) = ;~: (q; (/J:!i+i) - <p(/32 ;)), w(0) = 0 

l'rklart (vgl. Formel (n) , Nr. 2.4), fiir jecles XE 12! (K) , wobei man die 
eindeutige Darstellung (LI*) aus Nr. 2.4 benutzt. Die so zugeordnete 
\V. w9, auf 9( (K) ist clann uncl nnr dann a-additiv auf 2( (K) relativ 
~ (E), d. h. mengentheoretisch a-additiv, wenn die Funktion <p links­
seitig stetig auf [O, 1) ist. Ist also <p linksseitig stetig auf [O, 1), so ist 
(E, 2((K), w'l') ein W-Raum, der <las W-Felcl (9( (K), w'l') darstellt. Hat 
nun die Funktion <p an gewissen Stellen linksseitige Unstetigkciten, so 
wird bei Anwenclung des Satzes 2 clas W-Felcl (m (K), w'l') durch einen 
W-Raum (E, 2(0 , n) dargestellt, wobei der Karper 9(0 ein echter Unter­
korper von 9{([() und zu cliesem isomorph ist. Allgemein, wenn 
(2((K), w) ein W-Feld mit w E ~ uncl (E, ~{0 , n) cler W-Raum ist, 
cler, nach Satz :!, (9((K), w) darstellt, so ist 2(0 ein echter Boole­
unterring von 12!(K). dann und nur dann, wenn die der W. w zugeord­
nete Funktion <pw linksseitige Unstetigkeiten besitzt. ~{0 fallt deshalb 
nur clann mit 2((K) zusammen, wenn <p,,, linksseitig stetig au£ [O, 1) ist. 
Die Abbildung I~ -+ Iw( ,, ) fi.ir LX mit O :S:: /\ :S:: 1 ist clann ein Automor­
phismus von S auf sich. 
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10. Erweiterungen eines \-V-Raumes 
10.1. Borclschc bzw. Lcbcsgucsche Erweiterung. Es sci (Q, ~l', v) 

cin vV-Raum. Es bedeutc B St den kleinsten a-Booleuntcrring (a-Kar­
per) von \j3(Q) i.iber Sl, d. h. den sogenannten Borelkarper i.iber S1. 
Dann ist bekannt aus der klassischen i\Ial3theorie (vgl. KoDIOGOROFF [1]), 
dal3 die auf Si definierte Quasi-W. v auf alle ::Hengen (Elemente) von 
B St mit Erhaltung dcr Eigcnschaft cler a-Additivitat cr\\'citert wer­
den kann, und zwar nur auf eine cinzigc Weise. l\Ian kann also jedem 
W-Raum (Q, 51, v) ei11deutigeincn sogenanntenBOREL-W-Raum (Q, B 5i', v) 
zuordnen. l\fan bezeichnet (Q, B Si,,,) auch als die Borelschc Erweite­
rung des \,V-Raumes (Q, Si, v). Allgemein bezeichnen wir einen W­
Raum (Q, Si, v), wobei stein a-Booleunterring (also a-Karper) von \j3 (Q) 
ist, als cinen a-\V-Raum. Fi.ir cinen a-W-Raum fallt die Borelsche Er­
weiterung mit ihm zusammen. 

Ein a-\,V-Raum (Q, st, v) heil3t lwmplett (auch ,:ollstdndig) oder ein 
LEBESGUE-V/-Raurn, wcnn gilt: 
(L) Aus NE Sl mit v (1V) = 0 und XE$ (Q) mit X~ N fo!gt X E fr. 
}Ian kann jeden a-vV-Raum stets eindeutig zu cincm komplettcn W­
Raum enYeitern. l\1an acljungiert zu .\l alle XE$ (.Q) mit der Eig-en­
schaft: 

(E) Es cxistiert ein NE Kt mit v (N) = 0 uncl XC: N. 

Dann bildet die Gesamtheit aller A V X, \\'obei A E .\l und X die Eigen­
schaft (E) besitzt, einen a-Booleunterring L St von $ (.Q) (also einen 
a-Karper) i.iber den a-Boolering Si. Definiert man nun fi.ir jedes AV X: 
1'(/1 V X) = v(A) , wenn A E .\t uncl X die Eigenschaft (E) besitzt, so 
ist dann v cine Quasi-W. auf L .ll, also (Q, L 51, v) ein kompletter a-W­
Raum. \Vir bezeichncn ihn als die Lebesguesche Erweiteru11g des \V-Rau­
mes (Q, Si, 'i'). 

Auch jedem \\' -Raum (Q, St, v) kann stets eindeutig seine Lebes­
guesche Erweitenmg zugeordnet werden. l\Ian bildet namlich zuerst 
die Borelschc Ern·eitcrung (Q, B .\1, v) von (Q, .It, v) uncl dann die ihr zu­
geordnete Lebesgucsche Erweiterung (Q, LB St, v). l\Ian bezeichnet 
(Q, L B .\t, 1•) auch als die Lcbesgucsche Erweiterung des urspri.inglichen 
W-Raumes (Q, Sl, v) uncl schreibt kurz (Q, L S1', v). 

10.2. Bo1·elschc bzw. Lcbcsgucsche Erwcitcrung cincs W-Fcldcs. Es 
sei (tr, w) ein \V-Felcl bzw. cin Quasi-W-Fclcl, dann existiert stets eine 
Darstellung von (J;, w) clurch eincn W-Raum (Q, St, v) derart, dal3 (51', v) 
zu m:, w) isometrisch ist. ~fan bezeichnet nun die Borelsche bzw. Lebes­
gucsche Erweitcnmg (Q, B 5l, t•) bz,Y. (Q, L St v) von (Q, ~1. v) als einc 
Borelsche bzw. Lebesgucsche Erweiterung von (tr, w). Es ist klar, dal3 
(~, w) isometrisch in (B fr, v) bzw. (L Sl, v) cingebcttet werden kann. 
Da die Darstf'llung von (J, w) <lurch (Q, SI·, v) nicht eindeutig ist, so ist 
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seine Borelsche bzw. Lebesguesche Erweiterung (Q, B 51', v) bZ\\·. 
(Q, L 51', v) auch nicht eindeutig. Man zeigt aber leicht: 

Satz 1. Es sci (ij, w) ein W-Feld. Es bcdeute (fr;, ,7,) die w-Hiille 
von m. w) (vgl. Nr. 2.5). Es sci /emer (Q, Sl, v) ein W-Ra11m, welclzer 
m:; w) darstellt, mid (Q, B SL v) bzw. (Q, L 51', v) die zu dieser Darstell1111i 
cntspreclze11de Borelscl1e bzw. Lebesguescl1c Erweitenmg von (~, w). Es 
hedeute 9l bzw. 9I* das a-Ideal der N11ll111e11ge11 (= l\Iengen mit der Quasi­
W. Null) in B St bzw. L St 1111d m = B Sf./91 bzw. ffi* = L St/9l* den 
Nestldassen a-Boolering vo11 B St bzw. LSI mod 9l bzw. 9l*. Es sei durclz 
v(X/fil) = v(X) bzw. v*(X/fil*) = v(X) /iir fcde Restldasse X/fil bz.c. 
X/9l* mes m bzw. m* mit dem Repriise11ta11te11 XE B S1' bzw. L S1' cine 
Funlllion v bzw. v* au/ ~n bzw. m* dejint'.ert. Dann ist v bzw. v* cine strikt 
positive mid a-additive W. auf ffi bzw. m* 1111d das a-lF-Feld (m, v) bzw. 

(~){*, v*) ist ::u der w-Hiille (ij, w) ,:on (fr, iZ') iso111etrisch. 

10.3. Loomisschcr Darstcllungssatz. In Nr .. 6, Kap. I haben wir ge­
;,,eigt, daO jeder Boolering ~ auf einen Korpcr Sf' von Tcilmengen eincr 
Grundmenge Q isomorph abgebildet werden kann. Bei dieser Isomorphic 
rp, die ~ auf Sl' abbildet, bleiben Operationen mit unendlich vielen 
Gliedern, relativ des Ober-Booleringes 1.J3 (Q) vom Boolering (Korper) St 
betrachtet, nicht notwendig invariant , d. h. 

aus (~)Va;= aE ~ bzw. (,S) (\a; = aE ~ mit III> ~o 
i£l icl 

fo]gt nicht 11olwendig: 

(l_l3(Q)) V q1(a;) = rp(a) E 1~(.Q) bzw. (l_l3(Q)) (\ q' (a,.) = <p(a) E l_l3(Q). 
icl icl 

.Anders gesagt, die Einbettung von ~ in 1.13 (Q) geschieht nicht m-regular 
fiir m > ~0 . Es erhebt sich nun die Frage nach Darstellungen eines 
Booleringes durch einen Mengenkorpcr, bei welchcr unendliche Opera­
tioncn, insbesondere a-Operationen invariant bleiben. Die Antwort auf 
diese Frage ist im allgemeinen negativ. Es gilt niimlich folgender 

Satz 2. 1st m cin a-Boolcring, so existiert dann und nur dann cine 
Grmzdmenge Q dcrart, da/J ~ au/ cincn a-Kvrper St von Teilmengc11 van 
Q a-regular bcziiglt'ch l_l3 (Q) abgcbildet werdw lwnn, wenn /iir i cdes a E m, 
a =!= 0, einc z,veiwcrtige a-additive Quasi-Tl'. v auj \H mit v (a) = l exi­
stiert. 

Nun kann man Beispiele von a-Booleringen geben, die keine a-addi­
tive Quasi-W. v tragen konnen. Wir ·wollen uns mit Fragen dieser Art 
nicht beschaftigen und verweiscn den Leser auf folgende Literatur: 
HORN and TARSKI [l], R. SIKORSKI [1], ENOMOTO [1]. Wir geben aber 
cine andere Art von Darstellung eines a-Booleringes <lurch cinen Rest­
klasscn-a-Boolering eines a-Mengenkorpers mod. eines a-Mengenideals , 
die von Loo11ns [lJ stammt. Es gilt niimlich folgender 
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Satz 3 (von Loo:.us). Jeder a-Boolering )l) ist isomorph zmn Rest­
lllassc1t~a-Booleri11g .'J/fs eines a-i11 engenldirpers Si' van Tc£lmengen ciner 
Grmzdmenge Q mod. eines a-111 engcnideals fs £n fl'. 

Beweis 1 : 1. Es sei \B* ein Korper von Teilmengen einer Grulldmenge 
Q , der zum a-Boolering \B isomorph ist 2• Es bedeute Sr den kleinsten 
a-Booleunterring von $ (Q) iiber \B*. Sl' kann man bekanntlich folgen­
dermal3en konstruieren: 

:VIan konstruiert eine transfinite Folge 

Sr0 ~ Sf·1 ~ Sr2 ~ • • • ~ .ll'; <;;; · · · 

voll Korpern (Booleunterrillgell von $ (Q)) R~, ~ < w1 wie folgt: 
(o) Sl0 = ~*: · (17) Ist St~ fiir ~ < 17 schon definiert, so setze man 
@5,1 = V .'1; (hierbei ist die Vereinigung mengentheoretisch zu denken) 

~<11 

und bilde das System 67, in ~ (Q) (iiber den a-ProzeJJ vgl. Anhang). 
Man bilde clann innerhalb $ (Q) das System e;~n ' . Dies ist ein Korper 
(Booleunterring VOil $ (.Q)) · Wir setzen .\1,

1 
= (S~ n +. Dam it ist die obige 

Falge allgemein clefiniert. Wegen cler bekannten Eigenschaft der Ordi­
nalzahlen ~ < w1 ist clann .11 = V Sl.; ein Korpcr uncl offenbar der 

~ <w1 

kleinste a-Korper Si' iiber \B*. 
2. Wir betrachten nun die Gesamtheit '!) aller Mengen: 
D =(~*)VA,.+ ($(D)) VAn fiir alle abziihlbaren Folgen An mit 

A,, E 18*. 'J) besteht clann und nur dann aus der leeren Menge, wenn die 
Einbettung 18* von ~in$ (.Q) a-regular ist. Wir crweitem 'J) innerhalb 
'l3 (Q), oder was dasselbe bedeutet, innerhalb .IT zum kleinsten a-Ideal 
(a-Mengenideal) ';J iiber 'll. Die Elemente IE fJ haben die Gestalt: 

I = (Sf) V Ki Dj, oder was dasselbe ist J = ($(D)) \j K;D; mit ah­
ziihlbar vielen K; D;, Ki E Si, D; E '!l. 

~- \Vir behaupten: der a-Boolering )8 ist zurn R1~s tklassen-a-Boolering 
.,tf';J isomorph. Wir zeigen zuerst folgenclen -

Hilfssatz: Jedes KE Sr hat ge11au. cine Darstel/11ng 

1{ = A t I mit A E )3* mul IE S,. 

l. Existenz einer solchen Darstcllung: Fiir cin J( E ~l'o = ~* ist die 
Existenz einer solchen Darstellung trivial. Es sei fiir I{ E hl'; mit ~ < 17 
schon eine solchc Darstellung nachgewiesen. Dann hahen wir fiir eine 
heliebige Folgc I<; E G,1, £ = 1, 2, ... , Darstellungen 

K,. = A • + I. mi t I. E Cl A . c. 11a 
l • l l '\J' t '- .:(.) • 

1 Vgl. AUMANN [1]. 
2 Der Vorteil des Beweises von Au~IANN ist, dail die Art der JJarstellung 

von ~ durch einen Korper 58* beim Beweise nicht benutzt win!. Man braucht 
also n_icht die Stonesche Darstellung, sondern irgendeine andere vorhan­
dene 1somorphe ]);irstellung des Booleringes Qj <lurch einen ::\fengenkorper, 
zn nC'hmen . 
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Daraus folgt : 

I(, V AJ; = A; TI· +A. I - "' VI cl 11 
l • I j - .. ."1i j , • • 

1111d deshalb: 

cl. h. 
(Si) V (Ki VA; I;)= (Si) V (A; VI;), 

wobei 
(.\l) \j l{i V (Si) VA; I;= (Si) VA; V (St) VI; 

(51 ) V A;l; ES uncl (Sl) 'v' I; ES 

ist. Da ferner (Si) VA;= A t D rnit DE SD~ S unc! A E ~* ist , so 
erhalten wir 

(S't) V J(; = A t J mit (Q3*) V A; = A E \U* uncl IE ;J. 

Da;11it ist die Behauptung fiir jedes .x E e11, also X = (Sl) VJ'(, I( EE,; 
bcwicsen. '· 

Un ter Benutzung der Korpereigenschaften von ~* und der Ideal­
cigcnschafte~ v~n ~ folgt dann, dal3 die Bchauptung zugleich for jedes 
XE .St 11 = 611 (\ · · Damit ist durch transfinite Induktion die Bchauptung 
fiir allc XE Sr bewiesen. 

II. Ei1zde1'.tiglwit der Darstelluug. Es geniigt zu zeigen, dal3 ~* 
uncl S nu~ die leerc Menge gemeinsam haben; denn dann folgt aus 
ciner Gle1clnmg A --f- I= A' + J' notwendig A= A', I= I'. Es 
geh6rc ctwa I so_wohl in 3 ais auch in m*. Wir di.irfen in der 
Darstellung I = ( (~ .Q) i V K; D; mit K; E ~. D; E St), die Gliedcr 
paarweise frcmcl voraussetzcn; andcmfalls betrachtcn wir die Dar­
s tdlung I = I<.1 D1 V (K2 - ](,~ 1(

1 
D

1
) D

2 
V · · ·. 

00 

\Vir setzen R = (1.13 (.Q)) V K; D;, so clal3 I = 1{1 D 1 V R mit 
j = '2 

I<.1 D1 fremd zu R ist. Es sei dabei 

Di= L1 - (~(.Q)) V Ai;, wobei L1 = (Q3*) V Ai;, 

Dann ist fiir j = l, 2, ... D1 Ai; = 0 und I Ai; = R Ai; E Q3*, mi thin 
00 

auch (m*) V R A1; = R LIE Q3*. Aus J LI= Kl DIV R L1 folgt S0-
j= l 

mit K1 D1 E Q3*. Da aber fiir allc j = l, 2, ... gilt: Ai;~ L1 -Ki D1, 
so rnu13 K1 D1 = 0, sonst ware L1 nicht gleich (Q3*) V Ai;, Analog zeigt 
man 1(1 D; = 0 fiir jedes j = 2, 3, ... Es mu13 also I = 0 scin. Damit 
ist der Hilfssatz bewiesen . · 

4: Wegen der im Hilfssatz bewiesenen Darstellung hat man eine ein­
cindeutige Abbildung von Sr/S auf m, dcnn zu jeder beliebigen Restklasse 
K/';J E Sr/S existiert ein eindeutig bestimmter Reprasentant A E B* dieser 
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Klasse, denn wir haben K = A + I, also A/fS = l{jfS. Es gilt aul3crdem 
offenbar: 

K1 t K2 = Al t A2 t I1 t I2 = Al t A2 t /, 
K1 K2 = (A1 t l1) (A2 t 12) = A1 A2 t I . 

. \!so (~ (Q)) V K; = ~ (Q) V (A; t I;) = (~~*) iJ A; + I, wegcn clcr 
Ietzten Gleichung vgl. die Oberlcgungen in ,3. 

10.4. Der lincarc Lcbcsgucschc W-Raum bzw. das lincarc Lcbcsgucsclw 
a-W-Fcld. Es sei (2((K), n) das Intervallfeld, welches der geordneten 
:\lenge E = {t: 0 :S:: t < 1} cler reellcn Zahl en des halboffenen Intervalles 
[O, 1) entspricht (vgl. Nr. 2.4, Beisp. 1). Diesem lntervallfeld entspricht 
als Darstellungsraum der W-Raum (E, 2( (!(), n) (vgl. Nr. 9.3). Es be­
deutc (E, B 9( (!(), l) bzw. (E, L 9( (!(), l) die Borelsche bzw. die Lcbes­
gucsche Erwcitcrung von (E, 2((K), n). \Vir bezeichncn (E, B ~((K), l) 
bzw. (E, L 9{(!(), l) kurz durch (E, i.8, l) bzw. (E, 2, l) und nennen dicsen 
Raum den linearen BOREL-TV-Raum bzw. lincaren LEBESGUE-W-Raum. 

Die n-Hiille des \V-Felcles (9£ (K), n) wird im folgenclen durch (-o', µ) 
bezeichnet uncl das lineare LEBESGUE-a-\V-Felcl genannt. Bczeichnct 
man mit 9c bzw. 'Jc* das a-Ideal aller Elemente NE i.8 bzw. N* E 2 
mit l (N) = 0 bzw. l (N*) = 0, so ist das a-W-Felcl (u, /t) isometrisch zum 
W-Felcl (i.8/'Jc, }.) bzw. (2/9c*, }.), wobei },(X/91) bzw. 2(X/9c*) = l(X) 
fi.ir jede Restklasse X/9c E i.8/'Jc bzw. X/9c* E 2/91* clefiniert ist. 

Der lineare LEBESGUE-W-Raum und das lineare LEBESGUE-a-\V-Feld 
spielen in cler W-Theorie cine sehr wichtige Rolle, denn viele wichtigc 
Probleme cler \V-Theorie ki.innen im W-Raum (E, B, l) bzw. im a-W­
Feld (-o', ft) formuliert und geli.ist \\'Crclen. 

10.5. Atomarc a-W-Fcldcr. Es sei (ty, w) ein atomares a-\V-Fcld; 
dann besitzt e; hochstens abzahlbar viele Atomc. Die Gesamtheit also 
der Atome von lJ kann eineindeutig auf einen Abschnitt {1, 2, ... , h} 
der :Menge 1.V cler natiirlichen Zahlen bzw. auf N abgebilclet werden, 
lctzteres, wenn es unendlich viele Atome gibt. Betrachtet man dicsen 
Abschnitt {1, 2, ... , k} bzw. N als Grundmenge E, so ist b' isomorph 
zum Boolering ~ (E). Bezeichnet man <p die Isomorphic von J auf 1,13 (E) 
und setzt man v (cp(x)) = w(x), cp(x) E ~(£), xE g;, so ist (E, 1_13(£), v) 
ein W-Raum, der <las a-W-Fcld ('ty, w) darstellt. 

Fiir das a-W-Feld ('ty, w) kann man auch einen \V-Raum be­
stimmen mit cler Grundmenge E = {t: 0 < t < 1 }. Es seien a1, a2, ••. 

die Atome von ~, clann gilt off en bar .I w (a,.) = l. l\fan bi Ide jedes 
Atom a,, auf clas halboffene Interval 

I.= [w(lli) + · · · + w(a,_ 1), w(a1) + · · · + w(a,,_ 1) + w(a,)) 

ab und setze v(I:,) = w(a,.). Dann erzeugt clas System I,,, 11 = 1, 2, ... , 
einen a-Korper St (a-Booleunterring von ~ (E)), cler isomorph zu ~ ist. 
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Der W-Raum (E, Sl', v) ist dalln cbcnfalls cin Darstcllullgsraum fi.ir das 
W-Fcld (iJ, ,C'). 

10.6. Em11irische W-Felder. Empirischc w-Basis bzw. Borel-Basis 
Hines W-Fcldes. Es sci ({Y, 10) ein W-Feld Ulld ~lJi irgelldcillc TeilmcllgC' 
voll ~, die c enthalt; fallt der kleinstc Booleunterring 9)ir\ "!" = 9JlUi: = 
h(il)l) VOil 'iJ tibcr ~)Jl mite; zusammen, d. h. gilt b(ilJl) = ij, so hcil3t ii)? 
liinc algcbraisc!zc Basis von tS-. Licgt b (9Jl) w-dicht in t5;, so bczeichncll 
wir 9)~ als cine «:-Basis von ((Y, w). Existiert cine abz~ihlbare 1C1-Basis 
von (J, w), so heif3t (\y, u') cin cmpirisc!zcs (auch n·-separables) 
W-Fclcl (vgl. auch Kr. 5.4). 

Es sci nun (iii, ,c) cin a-W-Fcld Ulld 9)1 cine Teilmcngc von 'i:S·, die r 
enthalt; Hillt cler kleinstc a-Boolcunterring ba (ilJl) = [b (9Jl) JaJ = 
[b (i1Ji}]D" = [b (9)l)f von t5; tiber i))t mit 'ir zusammen, cl. h. gilt ba (9Jl) = ~}, 
so hcif3t ilJi eillc BoREL-Basis des a-W-Fcldcs (ty, ,C'). Ist ilJl cine BOREL­
Basis eillcs a-\\'-Feldes (e;, w), so licgt offensichtlich b (9Ji) 10-dicht 
(metrisch dicht) in 'ir, cl. h. ~IR ist cine w-Basis von (;S;, w). Es gilt auch: 

Ein a-W-Felcl (t\i, w) ist dalln und nur dann ein cmpirischcs \V-Fekl . 
wcnn eine abzlihlbare BOREL-Basis i)Jl von u; existicrt. 

\Vir zeigcn nun folgenden 

Satz 4. ]cdcs c111pirisclze a-W-Fcld (tli, 10) ist isometrisch zu eimm 
a-W-Untcr/eld des lincaren Lebcsguc-W-Feldes (u, µ). 1st insbesonderc 
(&, w) atom/rci, so ist (6, w) isometrisch zu (u,/t). 

Bcwcis: Es sei 9)1 eine abzahlbare w-Basis von &, die das Element 0 
nicht cnthtilt. 0 . B. cl. A. konnen wir annchmen, claf3 alle A.tome des 
Feldes ';y zu 9)1 gchoren, falls solche existieren; denn die Anzahl dcr 
A tome kann hochstcns abztihlbar sein 1. Es sei nun {a1, a2 , ... } ~ 9)1 
die :Menge cler A tome und {c, b1, b2 , •. • } = 9)1 - {a1 , a2, ... }, d. h. die 
Menge der iibrigen Elemente von Wt Wir konnen annehmen, dal3 jedcs 
b;, j = 1, 2, ... , zu allen Atomen fremd ist, cl. h. b; (\a;= 0, -£, i = 1, 2, ... 
gilt. Denn andernfalls konnen wir b; in i"IR clurch bi + (&) (\ a; er-

a;<;,b; 

setzen, ohnc die w-Basis-Eigenschaft von i"IR zu zerstorcn. Ist (&, ·w) 
nicht atomar, so ist die Menge {b1, b2, .•. } nicht leer uncl bestcht aus 
uncndlich vielen Elementen. Ist die Menge {b1, b2, ••• } nicht leer, so 
ersetzen wir sie durch cine Menge von Ereignissen b,..,;, die wir folgender­
maBen konstruieren: 

Beim 1. Schritt bilden wir b11 = b1 . Beim 2. Schritt: 

b21 = bu b2, b22 = bu - bu b2, b23 = b2 - bu b2. 

Es seien nun beim k-ten Schritt schon die nk = 2k - 1 Elemente 

bk,1> bk,2• . .. , bk,n1,;• 'Ilk> 1, 

1 Die Annahme llamlich, daf3 die Anzahl der Atome des Feldes ij tiber­
abzahlbar ist, ftihrt zum Widerspruch zu der Striktpositivitat der \V. w. 
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gcbildet, dann besteht clcr u~ -+- 1)-tc Schritt in clerBilclung \'011 ~k ~- I -1 

Elementen bk .,. 1,i Yermogc : 

bk+l,:!m-1 = bk."' bk ·'· I 

bk + ),:!))/ = bk,111 - b,.. , Ill bk _;_ ] 

sowic von dem Element : 

111 = ].~ • . .. , 11, .. 

bk + 1,211,, + l = bk -~ l - (bk,l V bk,:! V .. . V b,.._11,) bk + I· 

also von im ganzen nk + 1 = 2 111; + I = 21.- ·:- 1 - l Element<'n. Es ist: 

bk,m = bk + J,:!m-J V bk -~ l . :!m• l s;: m < n,... 

Jridcs b,.,, 111 ---;- O wird also beim (/, + .1)-tcn Schritt cntwcclcr in zwci 
frcmde nicht lecrc Elemcntc, namlich b,.. .,. J,:!m - l uncl b1.: + i, 2 m zerlegt 
oder fallt mit eincm diescr Elcmente zusammcn (,,·pnn n!imlich das andcre 
l1w ist). Sincl 

b,., r, b,.. r , ... , bk r , ,rnbti l < r1 < r~ < · · · < r 7,1 < 11 1• (I) 
, l , I • 1'/: - - : • 

siimtliche nicht Jeerc Elementc unter den b,.,, 1 , bk,:!• ... , b,..,,,,:' so sincl sic 
paanveisc fremd. \Vir ersetzen nun in ~m die Menge {b1, b2 , •. . } durch die 
:\lcnge aller verschiedcnen bk,f• di e in (I) fi.ir alle /~ = I , 2, ... vorkom­
men und erhalten m 

~m* = {e, ll1, (12,,, ., b,.,, j, .. . } 

"·i eder cine cmpirischc w-Basis von J, cl. h. cs gilt 

~- = b,,(9Jl*) = 9J,Q~ "~. 

Die isomorphc Abbilclung von bi in oiJ crkHiren wir folgenc\ermal3en: 
Es werclen zucrst abgcbilckt : 9Jl* in 9{ (K) (vgl. Nr. 2.4, Bcisp. I) wic 

folgt: 

I. 9Jc* :;>e - • E = ~O, l) E 12!(K), 

II. 9.R* 3 a,. -• A, = LJ: w (a;) , i .~\ w (a,.) )E 9((K). 

ht <las W-Fcld m:,, w) nicht atomar, so ist di e Vcrcinig11ng Va,. = 11 

a ller Atome ein cchtcr Tcil von t', also lim . ~-, w (a;) = .; < J. 
t• - ~oo l = 1 

Es cxistieren in diesem Fallc in 9.R* Elcmente b,._,1 =j= o und es wircl abgc­
hilclet: 

III. jedes b,.. r, i = l, 2, . . . , P1.: aus (I) auf clas halboffcne lntervall 
'I 

I i-1 i 

J-J,.., r; = ? -f- .~-1 W (b,.., r,.) , .; -f- ,-~~ W (b,.., r,.) )E ~{(!{), /, = l , 2, ... 

0 
Hicrbei ist 2.' = 0 gesetzt und das Intervall liegt immcr zwischen ! 

V - } , . 

und 1. 
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Die so erklarte :Menge der Bilder dcr Elcmcnte von 9:R* in \ll (K) bc-
1.t:ichnen wir mit M = {E, A1 , A 2 , ••• , Bk,i• . . . }. Die Abbildung von 
9J? * auf M ~ \ll (K) ist eineindeutig. Da aul3erdem die Bilder der Atom(• 
a; paarweise fremd sind, das volle Element e auf das volle Element 
E E 9( (K) abgebildet wird, und da ferner gilt: I. Aus bJJ,q ~ b,,. folgt 
13p,q ~ B,,s und 2. bp,q b,.,s = 0 dann und nur clann, wenn Bp,q B,,. = 0 . 
so bleibt bei der Abbildung die Relation~ und ,.Fremclsein" erhalten. 
Aus cler Definition cler Bilder folgt clann die Isometric cler Abbildung. 
Aus den Eigenschaften 1. und 2. der Abbildung folgt weiter leicht, clal\ 
sich die Isometric zwischen 9Jl* und Min cine Isometric zwischen b(~c*) 
uncl b (M) crweitern la.13t. Da b (M) ein Booleunterring von 9l (K) ist. 
so kann er uncl damit auch der Boolering b (9J1*) in die n-Hiille (u', µ) 
des W-Feldes (91(K), n) isometrisch abgebildet werden. Es sci (m 0 ,µ) 
das Bild des W-Feldes (b (J.vl), n) bzw. (b (9Jl*), w) in (u', µ). Es b ezeichnc 
dann (m~, µ) das kleinste a-W-Unterfeld von (u', µ) iiber (m 0

, µ); dann 
ist offenbar N1~. µ) isometrisch zu (ij, w). Es bleibt noch zu zeigen: 
wenn ~ kcine A tome hat, dann ist (ij, w) isomctrisch zu (-il, µ). Es geniigt 
zu zcigen, clal3 (b(M) , n) in diesem Fallen-dicht in (9{(K),n) liegt , denn 
dann ist die n-Hiillc von (b(M), n) isometrisch zu der n-Hiillc von 

(9( (K) , n) , cl. h. zurn a-V/-Fcld (u', µ). Angenornrnen b (M) liege nicht 

n-dicht in 9( (K) , clann wiire die Menge {~1• ~ 2 • . .. } der Endpunkte der 
halboffenen Intervalle, aus welchen M besteht , nicht clicht im halb­
offcncn Interval] [O, l) . Die abgeschlossene Hiille der Menge {;1 , ~ 2 • ... } 

in [O, l) ware clann verschieden von [O, l ] . Es gi.ibe also zwei Haufungs­
punkte ~. ;' mit ; < ;' der Menge g1 , ~ 2 • ... } derart , dal3 das Intervall 
(( t) keine Punkte der Menge g1, ~ 2 • ... } enthiilt. Adjungiert man nun 
w der Menge M clas Intervall [;, t} , so ist 1.11' = NI V { [; , fl} auch 
cine Basis fi.ir di e ;r-Hi.ille von (b (M) , :-r ,) cl . h. cli C' n-Hi.ille von (b (M'), n) 
und die n-Hi.illc von (b(M) , n) sincl isornetrisch z11 (ij, w). Di e :r-Hiillc 
von (b(M'), n) hiitte dann alwr ein Atom, niimlich die R estklasse , derPn 

Hcpriisentant clas halboffenc Jntervall [t t) ist, was ein \~Tidersprnch 
w:in· zu dcr Voraussetzung, clal3 (g; , w) atomfrei ist. 

I0.7. massifikat.ion der \V-l•'elder mit einer em11irischen Basis. Es sci 
m·. w) cin a-\V-Feld . Es sei ~~ ein Booleunterring von 'J, der eine ,,•­
Basis von 'J ist, cl. h . es gilt b,,(m) = \l\,.i = ~ 1 . Es bedeute m(m) die 
Miichtigkeit VOil m. Durchli.iuft m a llc mi:iglichen w-Basen von 'J, so 
('Xistiert unter allen Machtigkeiten m (m) cine kleinste , die wir als den 
Charallter c- von S1: bezeichnen. Fiir r in empirisches a -\V-Felcl ist ()' u 
c~ ~ ~

0
. 1st cg: .= ~

0
, so folgt aus cler D efinition der w-Basis, dal3 

m (m < c (= Mi.ichtigkeit des Kontinuums) ist, cla aber aul3erdern 
jcdes a-W-Feld (g- , w) mit c,3- = ~o ein a-W-Unterfeld besitzt, das ato-

1 Fiir den Fall eines a-W-Fekles (ti', w) fallen die Begriffe Borelsche Bas is 
uncl w-Basis zusammen . 

E1·i,rclrn. d . 111 .. them. N. F. JI. 2.1, Kn.ppos 4 
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mar mit abzahlbar unendlich vielen Atomen ist, also isomorph zum 
Boolering aller Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen ist, so ist 
m(m > c, d. h. m(e;) = c. Es gibt a-W-Felder mit einem Charakter 
> K0, z. B. die w-Hulle des W-Feldes von m freien Ereignissen (vgl. 
Nr. 2.3), wenn m > K0 . Fur a-W-Felder mit m (m > c fallen Charakter 
und Machtigkeit des vV-Feldes, wegen der Beziehung ma" = lY immcr 
zusammen. 

Ein a-W-Feld (6, w) heiilt a-streckungsisomorph zu einem a-Ma13-
verband (Wl, µ) (d. h. einem a-Boolering 9R mit strikt positivem a-additi­
ven endlichen l\Ia13), wenn (g;, w) isometrisch zu (9R, m) ist, wobei 
m(x) =µ(x):µ(e), :i:E9R und e die Einheit von m bedeutet. 

Fur ein a-W-Feld (g;, w) mit c1Y = Ko konnen wir nach dem Dar­
stellungssatz 4 von Nr. 10.6 drei verschiedene Isometrietypen von a-vV­
Feldern unterscheiden (s. KAPPOS [3]): 

I. Stetiger Typus, wenn (lJ, w) isometrisch zu (u, µ) ist. 

II. Gemisclzter Typus, wenn (IT;, w) A tome besitzt, aber die Summe der 
\Vahrscheinlichkeiten der Atome kleiner als 1 ist. 

III. Diskrctcr Typus, wenn (6, w) atomar ist, d. h. die Summe der 
\Vahrscheinlichkeiten der Atome gleich 1 ist. 

Bezeichnet man bei Typus II mit I}( = { a1, a2, ... } die Gesamtheit 
der Atome von ij, ferner mit 5B den kleinsten a-Booleunterring von ~ 
iiber 12(, der als voiles Element (Einheit) die Vereinigung a = V a; 

a,c~( 
der Atome hat, und mit @i der a-Booleunterring von lY der aus allen 
Elementen x E ~ mit x~ s besteht, wobei s = e - Va; ist, also s das 
voile Element VOil e ist1, so gilt: 

jedes y E ~ ist eindeutig in dcr Form y = a; Vt mit a; EI}{, t E @i 
darstellbar. 

Es gilt also: (58 V e)v = ~' hierbei bedeutet 5B V 6 die mcngen­
theoretische Vereinigung. \Vir bezeichnen 5B als den diskreten (unsteti­
gen) uncl 6 als den stetigen Tei! des Feldes ~-

Bei Typus I ist 5B leer und bci Typus III 6 leer. 
(5B, w) bzw. (6, w) ist ein a-Mal3verband uncles gilt: Das a-W-Felcl 

(u, µ) ist streckungsisomorph zu (6, w). Definiert man v (x) = 
w (x): w (a) fiir jecles x E 58, so ist (58, v) ein atomarcs a-W-Felcl mit cnd­
lich vielen oder abzahlbar vielcn Atomen. 

Wir setzen nun folgende Rangordnung zwischen diesen Typen I, 
II , III fest. Es sci I (rang-) hoher als II und II hoher als IIJ2. Dann gilt: 

1 Hier ist 58 bzw. IS cin a-Booleunterring VOil 1), jedoch nicht im Sinne 
von Nr. 1.5, denn die Einheit ist bci ~ bzw. 2i verschieden von der Einheit 
e E u;. 

2 \Vir setzen noch fest, da/3 (IT, w) zum Typus III gerechnet wcrden sol!, 
wenn cir endlich ist. 
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Satz 5. Ein a-W-'U11terfeld ('/y*, w) von (ij, w), wobei clJ < Ko, ist 
niclzt von einem lzolzeren Typus als (tr, w). · 

Der Beweis folgt aus der Darstelhmg von (tli*, w) <lurch ein Unterfeld 
von (,u:, µ). 

Kapitcl IV 

11. Cartesische Produkte von W-Feldern 

11.1. Cartesische Produkte von Booleringen. Es sci e;;, i E J cine 
Familie von Booleringcn, wobci die l\ienge I der Indizes von ei.ner be­
liebigen l\fachtigkeit m (/) > 1 sein kann. Ein Boolcring c/J hei/3t cartesi­
sclzes Produht der Boolcringe tr;, i EI, in Zeichen P . ij ;, wenn es cine 

i£1 

Familic </J;, i E /, von Boolcunterringen <I>; von c/J derart gibt, da/3 folgen-
des gilt: 

I. Die mengentheoretischc Vcrcinigung V <I>; ist cine algebraische 
i£1 

Basis von </>, d. h. erzeugt c/J. 
II. Fur jcdes i E J ist <I>; isomorph zu ·lJ;· 
III. Bcdeutet <p; fur jedes i EI cincn Hornomorphismus von <I>; in 

cincm Boolering Q3, so existiert cin Homomorphismus <p von </> in Q3, 
dcr cine gcmci.nsamc Fortsetzung • von alien Homomorphismen (f);, 

i EI, ist, d. h. cs gilt <p;(x) = q>(x) fur jcdes x E <I>;, i E /. 
Man bczcichnet die tr;, i E I, als die Faktoren des Produktes P J ;· 

i£1 

Aus dcr Definition des cartesischen Produktes </> folgt, da/3 jcder Boole­
ring, der zu </> isomorph ist, auch als das cartesische Produkt der t\i;, 
i E J, betrachtet werden kann. Man beweist auch lcicht, da/3 zwei Boole­
ringe </> und <I>', die cartesischc Produkte der iJ ;, i E I sin cl, stets isomorph 
sincl. Das cartesischc Produkt P ~; ist deshalb, falls vorhanclen ist, 

i£ I 

bis auf Isomorphic eindeutig bestimmt. Es gilt ferner fur clas cartesische 
Produkt das allgemeine kommutative und assoziative Gesetz 1, cl. h. 

1. Becleutet j = j(i) cine bclicbige eineindeutigc Abbildung von I auf 
sich, so sind die cartesischen Produkte P ~; uncl P Dij(i) isomorph 

· iEl iEl 

und 
2. Bedcutct I= V I,. cine Zerlcgung von I in paarweise fremdc 

s•EN ' 

Teilmengen Iv von I mit I,, =!= 0 uncl m (I,,) > 2 fur jedes 11 E N, uncl ist 
<Pv das cartesische Proclukt P ~; fiir jcdes 11 EN bzw. </>' clas car­

iEI,, 

tesische Produkt P <1>,., so ist </>' isomorph zum cartesischen Produkt 
1•£N 

1 Vgl. R. SIKORSKI [4]. 

-l* 
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P lr;· Fiir ~ .. = {0, x,., x~. e}, i EI, ist clas cartesischc Produkt P ~ .. 
icl icl 

isomorph zum freien Boolering 58111 von m (I) freien Ereignissen { x;}, 
i EI (vgl. Nr. 2.3). Das cartesische Produkt von Booleringen kann also 
als eine Verallgemeinerung des Begriffes eines freien Booleringes be­
trachtet werden. 

11.2. Existenz des cartcsischcn .Produktcs von Boolcringcn. Es sei i ,, 
i E I, m (I) > 2 eine Familie von Booleringen. Eine Familie IX = {a;};a, 
a,- E iJ.- oder kurz IX= Pa,- , wobei a,-= c,- fiir jcdes i E J ist, ausgenom­
men (hochstens) endlich viele i E J, bezeichnen wir als ein Produkt­
clement (kurz: P-Element) 1 mit den Faktoren (Komponenten) a,- E ~ ;, 
clabei bedeutet e,- bzw. 0, die Einheit bzw. die Null des Boolcringes ';°5\, 
.; E J. 

Es sci I{ clas System (die Gesamtheit) aller P-Elemcntc. In I{ fiihren 
wir nun folgendc Beziehungen ein : 

tX) Zwei P-Elementc IX = Pa.-, fJ = Pb; bczeichncn wir als fremcl 
(unvereinbar). wcnn a;(\ b,- = 0; fiir mindcstens cin ·i E J gilt. 

/J) Zwei P-Elementc ix = Pa,, fJ = Pb; bezeichnen wir als glcich, 
in Zeichcn ix = fJ dann und nur dann, wenn entweder beicle (mindestens) 
cinen Faktor a;= 0; bzw. b; = f\ haben oder wenn a;= b,. fiir jcdcs 
i EI gilt. 

Das Produkt-Elemcnt e = Pc,. wird als die Produkteinhcit bczeichnet 
und jedes Produkt-Elemcnt Pa,- mit mindestens einem Faktor a; = 0; 
stellt die Produkt-Null dar, die wir kurz mit o bczeichnen. Die Gleich­
heitsaxiome sind erfiillt. In K kann man einc Operation: c\'. (\ fJ = 
Pa;(\ Pb; = Pa,(\ b,- definicrcn . Sic ist idempotent, kommutativ 

Def. 
und assoziativ. Erklart man mit Hilfc dicser Operation : IX~ f1 churn und 
nur clann, wenn ix (\ {3 = ix gilt, so wird K zu ciner geordnetcn Menge 
(zu eincm Verein), in wclcher ix V fJ fur jc zwei Elemente rx, fJ <~xistiert. 
I< ist also beziiglich dcr Relation~ cin Verband, jecloch abcr, wic man 
leicht bestii.tigt, nicht cin Boolcverbancl (Boolering). Um /{ zu cincm 
Boolcring </J zu crwcitcrn, betrachten wir dil' frpsamthrit </1 allc·r (nicht 
geordneten) cndlichcn Komplcxc: 

o = {ix1, cx 2 , ... , ixd mit IX; = Pa;,- E /{ , j = l, 2, . .. , /?, wobei 
"'J• cx 2, .•. , cxk paarwcisc frcmcle P-Elcmentc sincl . Wir bczcichnen die 
o E </J als Aggregatelemcnte (kurz: Aggregate), speziell fiir k = 1 licfcrt 
jedcs ix EK ein Aggrcgat {ix}. Ein Aggrcgat {cx1 ,C\ 2, . .. ,1X 11 } mit IX;= 

P aii EK, j = l, 2, ... , n, wircl als gittcrartig, kurz R-Aggrcgat bczcichnd , 
wcnn gilt: 

aii (\ aki = 0; oder a;; = a,,, fiir jedcs Paar (f, /~) aus { J, 2, ... , nJ 
uncl jcdes i E J. 

1 Sine! l)';, i E /, Felder, so bezcichnet man 1' a; als ein Produktereignis. 



IV.11. Cartesischc Produkte von W-Feldern 

Citterartige Darstellungen fi.ir Aggregate crhalt man folgender­
maBen: 

I. Es sei z.uerst ,x = P ll; EK, und es seien endlich viele Komponenten 
von "' etwa a;,, a;,, .. . , a;,, Vercinigungen von paarwcisc unvereinbarcn 
Ercignissen aus ii, • t)i;,, .. . , ~i,. etwa: 

a;,_,= ll1,;1, V a:!,i,.- V · · ·Va, ... ,, . 1 S r1, < + oo, ,~ = 1, 2, ... , 11. 

Aus elem Ausclruck 

(a1.;, V a:!,i, V · · · V 11,.,_;,) X · · · >< (a1, 111 V a:!,i,. V ···Va,,.,;,.) 

crhaltcn wir durch formalc Entwicklung nach dcm distributiven Gesctz. 
insgcsamt r = r1 r2 • • • r,, u-Tupel dcr Form: 

a,..,,;, X · · · X ak,.,i,. mit L :::;: k 111 :::;: r,,.. m = I, 2, ... , 11. (1) 

Jedem 11-Tupel (1) ordnen wir <las P-Element 1Xi:,.k, . .... k,. zu, da~ 
wir aus Pa; erhalten, in elem wir die Komponenten a1 , a;, . . . , a; durch 
a,.. ; , ak ; .... , ak ; ersetzen. Dier P-Elemente <X1.: k k' ... :, 1 < k:,. < r,,., 
11/'' 1, 'f ... , n, ~•i~d paarweise unvereinbar und b~sti:nm;n ei; Aggregat 
f,x1, (X2, .•• , ,,x,}, das wir als cine Zerlegung { IX1, Cl'.2, ••. , a

11
} des P-Elemen­

tcs l\' bzw. des Aggregates {IX} in r /dnere P-Elemente hezeichncn. 

Die in clicscr Weise crklii.rten Zerlegungcn von ,x in feinere P-Elementc · 
sin cl immer gitterartigc Aggregate. Das Aggregat {IX} selbst betrachten 
wir cbenfalls als cine solchc Zerlegung; wir erhalten niimlich cliese Zcr­
it)gung, wcnn wir r,,, = :I, m. = l, 2, ... , 11, sctzcn. 

II. Es sci nun {o.:1 , GX 2, ••• , 1X111} ein beliebiges Aggregat. Jedes Aggrc­
gat {IX;, l\'i, .. . , .x!}, n;;:::: m, welches wir aus dicsem rlurch Zcrlcgung 
dcr IX;, j = 1, 2, .. .. m in feinere P-Elemente erhalten, nennen wir cine 
Zerlegung von {1X1, ,x2, ... , IX,,.} in fcinere P-Elemente {iXf, ,,x!, ... , !X!}, 
u > m. Es ist klar, dal3 eine Zerlegung von {c.:1, a 2, ... , 1x 111 } nicht immer 
cin gitterartiges Aggregat zu sein braucht. Eine Zerlegung {1Xi, iXi, •• • ,iX!}, 
11 > m, von {cx1, ,x2 , •.• , £X 111} in feinere P-Elemente, die cin gitterartiges 
Aggrcgat bilclet, bezeichnen wir als cine zu {iX1 , £X 2, ... , (.x111} gelzorige 
Gitterzerleguug oder als eine gitterartige Darstellung von {iX1, GX 2 , ••• , ,, 111}. 

\\Tir iiberlassen dt)m Leser, die Existenz von gitterartigen Darstellungen 
cincs Aggregates {1X1, ix2 , • .• , 1X

111
} nachzuweisen (vgl. D. IC\PPOS [2]). 

;\fan kann auch zeigen, dal3 z.u je zwei Aggregaten {e<1, ix 2 , •.. , £X,,,} unc\ 
'R R R 1 ' ' . D 11 ' { ,* * *1. . > l w 1, r, 2 , ... , l'lf g1tterartige arste ungcn iX 1 , e< 2 , ... , iX 11 J, 11 = m, unc 
{/3t, fit ... , fit}, Ji 2 l, derart gehoren, dal3 je zwei der IX;, fi: en twedcr 
unvereinbar oder gleich sincl. Wir definieren jetzt cine Gleichheit in <I>. 
Zwei Aggregate {1X1, l\'.2, ••• , .x 111 } und {/31, fi2 , .•. , {Jk} heil3en gleich, wenn 
cntweder jedes n·ur aus der P-Null besteht, oder zu beiclen cine und die­
selbe gitterartige Darstellung gehort. Die Gleichheitsaxiome sincl erfiillt. 
Nach dieser Definition ist speziell jecles Aggregat gleich einer jedcn 
seiner Gitterzerlegungen. Die Ordnung in </J definieren wir nun, wie folgt: 
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Wir schreiben {l\'.1 , ix2 , ... , l\'. 71.}~ {P1 , {32, . .. , Pk}, wenn zu dicscn bei­
den Aggregaten gitterartige Darstellungen {l\'.i, l\'.t ... , ix!}, n > m , bzw. 
{pt, f3t ... , {Jt}, h > fl, h > n, derart gehoren, dal3 jedes l\'.f gleich genau 
einem f3t ist. Die definierte Glcichheit und Ordnung in </J sind unab­
hangig von der Wahl dcr Elementen-Gitt~rzerlcgungen und fiihrcn in </J 
die algebraische Strnktur cincs Booleringes ein. In </> wird jetzt I( 

beziiglich ~ und = isomorph eingebettet. Man ordne namlich jedem 
ix EI( als Bild in </> diejenige Aggregatenklasse zu, die das Aggregat 
{ix} als Reprasentant hat. Diese Abbildung ist beziiglich =, ~. (\ cine 
Isomorphic von I( in </J. Offenbar aber nif:ht fiir die Operation V. 

Im folgenden iden'tifizieren wir K mit seiner 'Einbettung in</>. Aul3er­
clem benutzen wir allgcmein zur B·ezeichnung cler Aggregatklassen in </> 
griechische Buchstaben. l\'. E </> soll also immer cine !Gasse l\'. in </> von 
gleichen Aggregaten bedeuten. Ist, nun {ix1, LX2, ••• , l\'.k} mit l\'.i EK., 
i = 1, 2, ... , k, ein Aggregat dieser Klasse a, so cliirfen wir schreiben 
a = LX1 V LX 2 V • • • V °'k• cl. h. wir diirfcn die Klasse l\'. clurch die Vereini­
gung LX1 V l\'. 2 V ,- • • V °'k der paarZveise unvereinbaren P-Elemcnte 
(Xi EI(~ </J reprasentieren. vVir bemcrken au13erclem, clal3 K. als ein 
Untersystem von </J betrachtet, abgeschlossen fiir die Operation (\ ist 
und claher I(": = </> gilt, cl. h. </J fallt mit elem kleinsten Booleunterring 
von </J iiber /( zusammen. Iri </J kann man jeden Boolering ~i• i EI, 
totalregular einbetten. Man ordne namlich jeclem x E ~; die Aggregat­
klasse in </>, die als Reprasentant clas P-Elcment l\'. = Pa; E /( C </> 
hat, wobci a;= x und a;= e; fiir jccles i =l= f, i EI, gilt. Es sei <I>; die 
totalregulare Einbettung von ' ~; in </>, fiir i EI, clann ist die mengen­
theoretische Vereinigung 5 = V <I>; cine algebraische Basis von </>, 

. j<J 

denn 50. = K also 50. : = J(": = </>. </> besitzt also die Eigenschaften I 
und II von Nr. 11.1 des cartesischen Procluktes P iY ;· Es ist nun 

i<:I 
leicht zu zeigen , dal3 </> die Eigenschaft III von Nr. 11.1 besitzt. Bedeutet 
namlich <p; ein Homomorphismus von <P; in , einen Boolering \l3 fiir jedes 
i E I, so ist die Abbilclung <p, die man folgencl ermal3en crklart: ; 

1. <p (a) = <p; (ex) fur jedcs ex E </J1, i EI. 
Der. 

2. <p (cxi, (\ rxi, (\ ... (\ rxik) Der. <pi, (e<j,) (\ Cf!i, (e<i,) (\ ... (\ <pik (e<iJ fiir 

jedes °'i, (\ ai, (\ • • • (\ l\'.h: E 50. = I( mit !Xi E </Ji , (! = 1, 2, ... , k. 
. . Q Q 

3. <p (/Ji, f /3i, f · · · f /3im) Def. <p (/3i,) f <p ({3i,) f · · · f <p ({3i,,.) fiir 

jedes /31• + /31· + · · · + /3· E 5(\ ~ = </J mit /3 · E I( fl = 1 2 m 1 • 1 • • Jm }k , , , • • ·, , 

cine eindeutige Abbildung von <I> in m, und zwar ein Homomorphismus. 
Die Existenz eines cartesischen Produktes P ~; ist dami t bewiesen 1 . 

iEI ' 

1 Fiir einen anderen Beweis, der aber die klassische Theorie der Proclukt­
raurnc als bekannt voraussetzt vgl. Nr. 12.4 Bemerkung. 
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1st </J ein cartesisches Produkt der Boolcringe ij;, i ~ I, so schreiben wir 
im :folgenden <I>= P tr;· 

i£1 

11.3. Das cartesische Produkt von W-Feldern. Es sei (g. ;, w;) eine 
Familie von W-Feldern mitt: EI und m (I) > 1, und <I>= P g.; <las carte­

i£ I 

sische Produkt der Booleringe (Felder) tr;, i E /. In <I> kann man eine 
W. n · folgendermal3en er klaren: 

1. Fi.ir jcdes o; = P a; E K ist nach Definition a; =I= e; fi.ir hochstens 
cndlich viele Indizes etwa hochstens fi.ir die Indizes i1 , i 2 , .. . , ik. Wir 
definieren dann 

n (o;) = wi, (a;.) wi, (a;,) · · · w,-k (a;J, 

der P-Einheit e ordnen wir die \V. n(e) = 1 zu. Fi.ir die P-Null o ist 
clann offenbar n(o) = 0. 

2. Ist o; E </>, also o; = ,:x1 V ,:x2 V · · · V rxk mit ex; EK, j = 1, 2, ... , k, 
und IX; IX; = 0 fi.ir i =I= j, so definieren wir 

.n (IX) = n (£Xi) + n (o;2) + · · · + .n (,xk), 

somit ist n(o;) unabhangig VOil dem gewahlten Reprasentanten 
o;1 V :o;2 V · · · V o;k von o;. 

Dal3 .n eine W. auf <I> ist, ist leicht zu beweisen. (<I>, .n) ist also ein 
W-Fbld. Wir setzen: 

(</> , .n) = p (g.;, W;) 
i£1 

und bezeichncn (<I>, .n) als <las W-Procluktfeld der W-Felcler (IT;;, w;), 
i EI. (ij;, w;), i EI, hei l3en die Faktoren (oder Komponenten) von (<I>, n). 
Ist eine Komponente (IT;;, w;) ein a-W-Feld, so ist seine Einbettung 
(<I>;, n) ein a-W-Untcrfeld von (</J , n), da ja die Einbettung <I>; von U°; 
in <I> totalregular ist. 

Wir bemerken , dal3, wenn jedc Komponente (IT;;, w;) ein a-Vl-Feld 
ist, so auch jedes Einbettungsfeld (<I>;, n) ein a-W-Unterfeld von(<P, n) 
ist; die W. n braucht aber nicht auf <I> stetig (a-additiv) zu sein. 

11.4. Erweiterung eines W-Produktfeldes. Eigenschaften. Es sei 
(</>, n) = P (IT;;, w;), <las W-Produktfeld der W-Felder (u;;, w;), i EI. 

i£1 

Es sei (<P, n) die n-Hillle (a-Erweiterung) VOil (</> , .n). Wir setzen (<P, n) = 
P (u;;, w;) und bezeichnen dies als <las a-W-Produ!?tfeld der W-Felder 

i£1 
(g.;, w;), i EI. Dieses a-W-Produktfeld ist ein a-W-Feld. Es bedeute 

(</>0, ii) die isometrische Einbettung von (</-', .n) in (<P , n). Sie induziert 

fi.i~, iedes j E I eine Ein bettung ( </>~ , n) von (u; ;, w;) in ( <P, n), die man als 

cine Einbettung von (g.;, w1) in (<P, n) betrachten kann. Die W. ii ist 

slt!tig auf </>0 bzw. auf <PJ relativ <P. 1st insbesondere W; stetig au£ g-1, :.o 

ist ·auch ii au£ </JJ stetig, und zwar unabhangig vom Oberfeld <1>0 bzw. <!>, 
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d. h. dieEinbettung c/>J von ~; in <P ist in diesem Falle a-regular. Jcdoch 

ist die Einbettung </)0 von </> in </J im allgemeinen nicht a-regular. Setzt 
man S0 = V <l>J, so ist S0 cine n-Basis (BOREL-Basis) von </>0 • Man 

jd 

kann leicht zeigen: 

\Venn (g.;, w;) die W;-Hiille von (~;, w;) fiir jcdes j EI bcdeutct uncl 

(<P*, n*) = p dt, iv;) clas W-Produktfeld bzw. (</J*, n*) = p (~·;, 1CI;} 
jel jel 

das a-\V-Produktfelcl der (fy;, 1v;)JE I , ist, dann ist (</>*, n*) isomctrisch 

Zll (<i> , n) =_Pm;, w;). 
]£1 

Es sei (~;, w;) ein W-Feld mit einer empirischen Basis O}~'. W;}, 

i E J, und dabei sei I eine abzahlbare Menge. Es sei ferner K bzw. 
K.0 , die l\fonge aller P-Elemente gebildet aus den~; bzw. IT;?, i EI. Wir 
sctzen: 

(</>, :n;) = p m;, w;) bzw. (<!>0 , ;,i;O) = p (~?, w;), 
iel ie I 

dann kann (<P0 , n°) in (</J, n) isometrisch cingebcttet werden und die Ein­
hettung bildet offensichtlich eine empirische Basis von (</J, n) . Da abcr 
K0 abzahlbar ist, so ist <!>0 abzahlbar; somit ist auch die Einbettung von 
<P0 in <P abzahlbar. (<P, n) ist also ein \\' -Feld mit einer empirischen Basis . 

Es ist nun klar, dal3 die a-W-Produktfelder (<P0 , n°) = P OJ?, w;) und 
id 

(<P , ii) = P (~L w;) isometrisch sind. Es gilt dcshalb der 
iel 

Satz 1. Besitzt jedes W-Feld (~;, w;), i E /, eine empirisc/ze Basis 
(abziihlbare W;-Basis) mzd isl I abziihlbar, so besitzt (</J , n) = P ('/Yi, w;) 

ie I 

ebenfalls eine empirisclze Basis (abziilzlbare n-Basis) mul deslzall, ist 

(<P,ii) = P (~;, w;) ein empirisches a-11'-Feld. 
iel 

Bei hinreichencl groBer Kardinalzahl der Komponenten ist <las \-V-
Produktfeld bzw. a-vV-Produktfeld atomfrei, genauer: 

Satz 2. Vor. Es seien (~;, w;), i EI, W-Felder , wobei die J11iichtig/u,it 
van I > ~o-
Beh. 1. Es besitzt (<P, :n;) = P (e;,. w;) !wine A tome . 

id 

~- Es besitzt sogar (</>,n) = p ('iL W;) c"c p (~j, ·ie\) !wine Atrmz,·, 
ie I icl 

W C1111 

A. die M iichtigkeit von I > ~o isl oder 

B. es zwci Konstanten .;1 , ~ 2 und eine Teilmenge I' van I mit abziihlbar 
,mendlich vielen Ele11ienten gibt, so daf] fiir fedes i E I' C I mindestens ein 
a; E ~; existiert mit O < ~1 < w; (a;) < ~2 < l. 

Zusatz. Gilt fiir eim Teilme11ge I' von I mit der 111 iiclztiglwit m (J') >: N
0

• 

da{J m\, w;) f,z"ir jedes i E I' isometr-isch zu .:inem bel£ebigen aber von i 
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unablziingigen W-Feld (ij, w) ist, so ist die Bedingung B er/iillt w1d 
/olglich gilt die Belz. 2 des obigen Satzes. 

Beweis des Satzes. Betr. Beh. 1. Es gcniigt zu bcwcisen, clal3 kein 
r, EK ein Atom in </J ist, denn jedes IX E </J ist in der Form o;1 V o;2 V · · · 
V o;1, mit IX; EK, i ='.l , 2, ... , h, darstellbar, wobei die Glieder paarweisc 
frcmd sincl. Es sci ·also ix= Pa; EK, ix =t= o, wobei a;= e; fiir jecles 
i EI ausgenommen nur endlich viele Indizcs, etwa i1 , i 2, ... , in EI. Fiir 
jcdes i EI existiert ein b; E l\i; mit O < W; (b;) < 1. Ferner existiert ein 
i' =t= i1 , i 2, . . . , in in I. Das Element <5 = Pd; mit di' = b;,, sonst d; = a; 
fiir i EI mit i =t= i' ist also verschieden von o uncl cchter Tei! von ., , 
cl. h. ix kein Atom. 

Bctr. Beh. 2, A. Es sei ix E </>" J = <P, cX + o. Dann ist ::x = f\ iXi mit 
,-.: ;E</J" und ixi~IXi + I• j=l,2, ... , aul3erdem :x;=V ,xj,., wobei 

" r,;i,. E K, j, n = 1, 2, ... , uncl o;h- o;in = o, fl + n. Nun betrachten wjr 
jedes ain. Pa{". Es existier~n endlich vielc Inclizes i fi.ir jedes j, 11, 

so dal3 a~n =t= e;, sonst aber a~,. = e;. Fiir alle j, n existieren deshalb 
hochstens abzahlbar viele Indizes i, so dal3 a~n ...i- e., sonst aber a~n = e, .. t .- I 1 

Da die Moglichkeit der Indexmenge I gr613er als ~o ist, so existiert ein 
i0 EI, so claf3 a~" = e. fiir alle j, n = 1, 2, ... gilt. Nun setzen wir 

'• 1, 

t\'.'. = P a'J,. mit a'.i., = a; sonst a'/,.= a~"- Hierbei soil a; fest fiir 
'In i £ [ 1. 18 o 1, t , 

allc j, n sein uncl aul3erdem sci O < w,-,(a;.) < w;,(e;,) = l. Das Element 
1\

1 = t\ IX'. mit l\'. = ·, Jo;'. ist clann in :x enthalten und verschieclen von o 
I ' 1 i '-' Jn 

" uncl weil n (a.:') = w,-, (a;,) n (ix) < n (l\'.) gilt, so ist cx' echter Tei I von , . 
also ix kein Atom. 

Betr. Beh. 2, B. I. Wir zeigen zuerst: zu jedem a.: E </Y' , :x + o existiert 
cin /J E </J" derart, clal3 /J echter Tei! von IX ist uncl ,;1 n (1X) < n ({J) < ,;2 n (IX) 
gilt. Da c\ in cler Form ,x = V "'i mit c,;k lX,,. = o, ll =t= m , rX; E J.;. , 
j = 1, 2, . . . . darstellbar ist, so brauchen wir I. nur fiir jedes c'\'. E J.;. , 
,x =t= 0 zu bewcisen. Es sci also :x EK., wic in Beh. 1 gegeben. Nach 
Voraussetzung (B) existiert zu jeclem i E I' C I ein a; E 'J ;, so cla8 
,;1 < W; (a;) < ,;2 gilt. Ferner existiert ein festes i' E / verschieden von 
den Indizes i1, i2 , ... , i,,. Das Element /J = P bi mit bi' = a;. sonst 
b; = a; fiir i E / , i =l= t ist, also verschieclen von o uncl cchter Tei I von .:, , 
wobei noch ,;1 n (lX) < n ((3) ~ n (ix) $2 ist. Darn it ist die Beh. I auch fiir 
l\'. E <Pa bewiesen. 

II. Es sei nun a.: E </)"d = <I>, also(\. = f\ lXn mit ix,, E </)" und l\'.,,d lXn -:- 1 

n = 1, 2, ... Dann gilt n(lX) = limn(l\'.n) und O < n(cx) <n(cxn). \Vir 
orclncn jeclem IX,. ein {J,. nach I. zu, so dal3 (3 11 echter Tei! von 1X1., verschil'­
den von o ist und O < .;1 n (l\'. 11 ) < n (f3n) < .;2 n (ix,,) < 1, n = 1, 2, • • · • 
gilt. Dann ist o =t= Jim alg /3

11 
= fJ echter Tei! von IX, clcnn es gilt /3,. CC\,, 

nnd O <.;1 n(cx) <n(/3) ~ ~2 n(cx) < n(l\). Damit ist aber gczeigt , cla8 

IX E <P kein Atom ist . 
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11.5. Darstellung von Atomen in einem W-Produktfeld. Es se1 

((/), n) = P (iY;, w;) ein a-Vl-Produktfeld mit den Komponenten (lJ;, w;) 
i£1 

a-W-Felder fur jedes i E J. Nach Satz 2 ist fiir die Existenz von Atomen 
notwendig, daB m (J) < ~o ist. \ ;Vir wollen n·un im Falle m (J) = ~o unter­

suchen, wie sich in (<P, n) cventuell vorhandene A tome darstellen lassen. 
Die Gesamtheit Kaller P-Elemente bildet bekanntlich, als Untersystem 

von </J betrachtet, ein f\-Untersystem und es gilt J("f:ad = J{tda = </J. 
Der Booleunterring JU = </J von </J ist eine BoRELbasis von </J und besitzt 

keine Atome. Aus der Darstellung </J = JC: da von <P folgt: wenn in <P 
- 00 

Atome existieren, so sincl sie als Durchschnitte IX = (cf)) (\ IX, mit 
V = 1 

l\'., E: (/J und iX _) lX, + 1, v = 1, 2, ... , darstellbar, sie gehoren also zu 
</J,, = J<.-1: d und es gilt: n (l\'.) =limn (l\'.,.) =I= 0. Hierbei kann die streng 
absteigende Falge ,x1 , cx 2 , ..• nicht _aus endlich vielen Gliedern bestehen, 

denn kein l\'.,E (/J ist ein Atom in(/)_ Wir setzen l\'.k = lXk,I V IXk, 2 V · · · 
V rxk,rk mit cxk,m EK, m = 1, 2, ... , r,., fl= 1, 2, ... , wobei bei· gleichem 
ersten Index ll die l\'.k, 111 paarweise fremd sind. 0. B. d. A. kann ange­
nommen werden, daB jcdes cxk + 1, 111 in genau einem l\'.k,l enthalten ist. 
\Vir betrachten nun 

- 00 

(cf)) (\ (ixk, 1 V lXk, 2 V . ' . V lXk,r). 
k=l 

(2) 

Durch formale distributive Entwicklung der linken Seite von (2) ent­
stehcn Durchschnitte der Form <X1, 1, (\ lX 2,1, (\ • • • Ihre Vereinigung ist 
im allgemeinen nicht gleich l\'., clenn clas allgemeine distributive Gesetz 

braucht in(/) nicht zu gelten; jecloch ist diese Vereinigung in iX enthalten. 
Nun bemerken wir, daB jeder Durchschnitt iX1,1, (\ rx2,1, (\ • • • entweder 
fur ein v abbricht, wcnn namlich in lX,,t, kein lX,, + 1,,,, enthalten ist, oder 

nicht abbricht. Da iX1, l\'.2, ••. streng absteigt und nicht abbricht, so 
00 

gibt es nicht abbrechencle Durchschnitte (\ rx,.,,,. uncl fur diese Durch-
,,= 1 

schnitte gilt offcnsichtlich: 

cx,, 1,~ lX,+ 1,1.,1 und lX,, 1, (\ lX =I= o, v = 1, 2, ... (3) 

Nehmen wir zuerst an, claB ein nicht abbrechender Durchschnitt, als 
- - 00 

Element in </)d ~ (/J betrachtet, nicht leer ist, so daB also (</J) (\ °'•,t, = 
•=l 

fJ =I= o gilt. Dann ist /J~ IX, und weil IX ein Atom ist, so muB {) = ex sein. 
00 

Man kann also in diesem Falle lX <lurch (\ rx,,t, mit °'•,t, EI{ dar-
• = l 

stellen. Andererseits kann ein nicht abbrechender Durchschnitt, als 
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00 

Element von </J6 ~ <P betrachtet, nicht leer sein. Denn aus (\. IXv.t, = o 
•=l 

folgt Jim n (LXv,t, ,) = 0, so dal3 fiir geni.igend grol3es 11 gilt n (1Xv,t,) <n (1X). 
V-->00 

Daraus folgt n (1X,,t,, (\ o.:) < n (o.:) und wegen o:,,t, (\ IX =I= o auch 
n (1X,,,1, (\ 1X) > 0, d. h. o.:,, 1, (\ ix C LX, also LX kein Atom (Widerspruch !) . 

- 00 

Es gibt also genau einen nicht abbrechenden Durchschnitt (<P) (\. o.:,,t, 
•=1 

mit LX,,,t,, EK, cler clas Atom o.: darstellt . Es wurcle also gezeigt: 
- 00 

l. Zu jeclem Atom o.: E </) existiert stets eine Darstellung o.: = (\. o.:, 
•=1 

mit LX, EI<., also mit LX,, = PIX''.. Hicrbei kann angenommen werclen, 
icl i 

dal3 ix.) o.:. + 1 , v = 1, 2, ... , gilt , cl. h. clal3 die Darstcllungsfolge 1X1, IX2, •.• 

streng abstcigend ist1. 

2. Bei cler Darstellung l. eines A tomes ix E <P gilt: Zu jedem j E I 
existiert ein 11 derart, dal3 die j-te Komponente a~ von o.: = P a". ver-

7 • iel 1 

schieden von e; und 0; ist. 
Denn galte fiir ein j EI 2. nicht, so gabe es ein Element {3 = Pb; 

mit b; =I= e;, 0; und b; = e; fiir alle i =I= j, i E I; dann ware O < w (b;) = 
- 00 

n ({J) < 1. Da aber {3 /X = (</>) (\. {3 ex, gilt, so ist n (/3 o.:) = limn (/3 c.:,) = 
• = 1 

n ({3) limn (o.:,.} = n ({3) n (c.:) < n (ex) also {3 c.: echter Teil von cX und ver-
schieden von o, d. h. cX kein Atom (Widerspruch !). 

3. Bei der Darstellung 1. eines Atoms /XE <P gilt: 
00 

(~;) _(\. a1 ist =!= 0; und ein echter Teil von e;. 
7 = 1 

Dal3 clieser Durchschnitt echter Teil von e; ist, folgt aus 2. vVir zeigen 
nun, daO dieser Durchschnitt nicht leer ist. Wir setzen dazu {3. = P bi 

- 00 

mit b; = a'j und bi= e; fiir alle i =I= j; dann ist /3.~ c.:,. also (<1>) (\. {3. 
• = l 

_oo _oo _oo 
~ (<!>) (\. ex,= ex =I= o, d. h. (<P) (\. {3,, ist nichtleer. Es gilt aber (<P) (\. {3~E K 

•=l •=l • = l 
00 

namlich = _P x; mit X; = ('J;) (\. aj· und X; = e; fiir alle i =I= j. 
,cl v=l 

00 

m;) (\. a'j kann daher nicht leer sein. Wir bezeichnen einen Ausdruck 
•=1 

P x. mit 0 - Cx-Ce -, x-E'J -, iEI, als ein Grenzproduktelement. In 
i £ I t t l . t t l 

einem Grenzproduktelement sind also alle Komponenten X; verschieden 

- 1 Letztere Annahme kann gemacht werden, weil c:x, E K, v = 1, 2, . .. , 

keine Atome in <P sind. 
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00 

von O; und 1:;, i EI. Nach ,t gilt, dal3 das Element X; = (tli;) (\ a';-
• 1' :._- J 

jedes j E I vcrschicden von O; uncl e; 1st , cl. h. dcr Ausdruck _P X; f iir 

mit diesen Komponcnten ein Grcnzproduktclcment ist. 
lC{ 

Wir denken nun die l\fonge I in irgendcincr vVeisc numeriert also 
Ji: 1· )_ = I und bctrachten folgende Folgc: ' 
l I, 2 , · · · J 

00 

;',· = p c;: mit c1 = X; = {n\) (\ a}' fiir i = 11, i2, ... , i,. und 
ic I ,. --- 1 

er = C; sonst; dann ist offcnhar J',,) )1
,, ·;· l• 11 = 1, 2, ... Den Durchschnitt 

- 00 

(<P) (\ )',. bczeichncn wir clann mit elem Grenzproch1ktl'!cment _P X;, 

I' •-• J IC J 

also 
00 

(</>) (\ ,',, = p X;. 
1 Dl'f. 1 c / 

00 

\Vir behauptcn: Es gilt (<I>) (\ y,. = ,. 
1• = I 

Es ist namlich offcnbar y,.~ <X, J1 = J, 2, ... Es-gcniigt daher zu zei­
gcn: Fiir jecles JI= l, 2, ... existicrt ein m derart, dal3 IX,.~ y

111 
gilt. 

Bci dcr Darstellung ~,, = P ai existiercn hi:ichstens endlich viPlc· 
ic I · 

I d . f. . . ) ,..... I . t I' _j_ . - J 9 /,· . n 1zes 'th, 72, ... , Ji..J°'?. 1111 a1q-;- c1,,, q - , ~, . .. , ,,., sonst a;. = e.;. 
Die Menge {j1, f2, ... , fr..} ist in einem Abschnitt cler abziihlbarcn Menge 
r · · I , E , f. . . ) c1· A.1 I . · 't1-1 , 12, •• • } entha ten. Js se1 li1 , 12 , ... 1. ,,,J 1eser . )Sc 11utt, dann gilt 

offcnsichtlich <Xv~ y 111 • Hiermit ist gezeigt worden , dal3 (<b) 0i Yv = , 
•· = J 

gilt. Wir habcn also bis jetzt folgcndcn Satz bewicsen : 

Satz .3. Es sci d,1s a-W-Produht/cld (<I>, n) = _P
1 

(iY;, w;), ,iJohei 
< C 

111 (I) = No 1111d (lY;, 10;) cin !!-IV-Feld /iir jcdes i E I. Es sci /erncr <XE</>, 

l\'. =l= o u11d cx ein Atom i11 </J. Dann cxisticrt stets cin Grc11zprodu!~tclc-

mcnt P x. mit (J. C x, C c;, i E I , dcrarl, da/J \ = P X;, d. h. x = 
icl ' ' ir: I 

(<P) 0i )',. mil y,. = Pc::, C; = X; f-iir i = i1 , iQ, ... , i,., 111ul c'i = c . 
,, --= 1 ic I . - , 

sons! gilt. Hicrbci bcdcutet [£1 , i2 , ••. } ir~c11dci11c Numcricru-n/i 7,0 11. I _ 
\Vir zeigcn nun aulJcrclem: 
7.usatz 1. Bei dcr Darstcllung des A toms IX vom vorigcn Sat;; -isl im 

Grenzproduktclcmcnt P X; fcdes X; r:= ~- cin Atom in ~-. i E I. 
i EI l . l 

00 

2. Es gilt n(cX) = ll w,- (x;). 
V :.-= I I' I' 

,I. Die Darstcllung ist cindcutig bcstimmt. 

Bcweis betr. 1. Es sei fiir ein f E /, xi kein Atom, <lann existicrt ein 
Y; mit 0; C )\ C xi, also O < w;(:v;) < W; (xJ < 1. Wir hetrachtcn dann 
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/3 = ,f
1 

b,. mit b; = Y;, sonst b,. = c,. fiir jccles i -;- j, clann ist /3 c'\'. = 
- 00 

(<!>) (\ /3 y,. also 7t (/3 t,) = n (/3) lim 7t (y,.) = n ({J) n (o;) ._.;- 0, also n (/3 o;) < 
•• = l 

n (o;), cl. h. fJ o; =l= o uncl echter Tei! van c'\, cl. h. o; kein Atom (Wiclersprnch !). 

Betr. 2. Klar, clenn n (y,.) = w; (x;) u•,. (x,•) • • • " '· (x•). 
1 1 : : 11· 'r 

Betr. :1. Giibc cs namlich cine z\\'eitc Darstellung van o; clurch J) v. 
i£ l . 1 

mit y,. =l= X; fiir ein j E I. clann ware Y; (\ :r; = O; · \Venn \\'ir also y:, = P ct 
ic/ 

mit c~•· =l= y,. fiir i = i 1 , i 2 , ... , i,. uncl sonst c/ = c,. setzcn, clann ist 
y;. (\ y,. = o, cl. h. J' = (\ ('\,. (\ (\ y;. = o (\Vidersprnch !). 

Es gilt auch umgekchrt : 

Satz 4. Es sci (<P, n) = _P (tS·,., a';), il'obci 111 (J) = ~o 1111d (J·,., w;) 
,c/ 

fiirjedcs iE I ciua-W-Fcldist. Es sci _P x,.cinGrC11zprod11!?tele111c11t mitO,. c 
., c/ 

x,. C c,., i E / , ·1md x,. cin Atom in~,., i E J. Es gcltc jcmcr j iir cine Numcric-
oo 

rung ·(i1, iq, ... } ,1011 I: [/ a·; (x;) -;- 0; dani1 stcllt dcr ])11 rchsclmitt 
- I' - j I' I' 

- 00 

(<!>) (\ y,., il'Obci )',, = .P c;:, c;: = x,. jiir i = i1, i2, ... , i,. U11d c;· = c,. son st 
•. .. I I£/ 

- 00 
cin Atom C\ i11 </) dar Ulld cs gilt n(c\) = n ,,';, (x;,), 

1· = 1 1 1 1 

Der Beweis ist klar. 

11.6. Das Wahrscheinlichkcitsfeld eines Systems rnn frcien V(!r­
suchcn als W-Produktfeld und seine Eigenschaften. Es hecleute lJ,. den 
Boolcring, den zwci A tome a;,, a;, erzeugen, also es sei ~; = {o, a;,, a;,, e}, 
i E J mit m (J) = m. Dann ist dcr Proclukt-Boolering </> = P {Y; iso-

- ·icl 

morph zum frcicn Boolcring \l~ 111 van lit freien Ereignissc·n {xlc 
1 

(vgl. 

auch Nr. 11.1). Man braucht namlich nur jeclem Monom Y;, (\ Y;, (\ · · · 
(\ v,• E 58111 clas Produktelement P ::; mit z ; = a; 1 , wenn \'; = X; 

. u J; I:• • /: /: 

und ;.;,. = a,• "• wcnn ~,,. = xf ist k = :t, 2, ... , 'II, sonst z,. = c,., zuzu-
1, k• - ' /: k 

onlncn. Durch gceignctc \Yahl cler \V. auf jedcm ~; und auf 58 111 kann 
man crreichcn, <lal3 (</> , n) = .P (iJ ,., a•;) isomctrisch zu (~\a, w) ist. 

,cl 

Es gilt nun: 

Satz 5. Vor. Es sci (</J, n) = _P CJ·,.,;;•,.) c111 a-ll'-Produktjeld, wobei 
IC/ 

111(1) = ~o 1111d ~; dcr Boolcring (Y;={0,11;_ 0 ,a;, 1,c}, iEI, sci, den 

zwci A tome a;.o , a;, 1 , i EI crze11gcn. Es gcltc ,c,. (a;,o) ~ ~ jiir allc i E I. 

Belz.: Folgendc A 11ssagcn siud glcichwcrlii;: 

J. Das a-lY-Produld/cld (<f>, n) ist atomar, d. 11. <f> zmn Booleringaller 
Teilmcn{!,en der M e11gc der nalt'i.rlichc11 Zahlen isomorph. 
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. 00 

2. Die Reilze .:E ,£);, (a;,,o) konvergiert fii.r eine Numerierung 
v=l 

r· . }-I .. .zi, 12, •.• - . 

Dieser Satz ist einc Folgcrung des Satzes: 

Satz 6. Es sei (<!>, n) = P (ij., w;) ein a-W-Produ!?tjeld, wobei 
·'.cl ' 

m(I) = ~o und lJ; der a-Boolering, den die Atome {a;,o, ai,l• ai, 2 , •• . }, 

i EI erzeugen. Es gelte W; (a;,o) :::2: W; (a;,k) fiir alle iE I 1md k = 1, 2, ... 
Beli. Folgende Aussagen si11d gleichwertig: 

1. Das a-W-Produldfeld (</>, n) ist atomar, d. Ii. $ zzem Boolering 
alter Teil111e11gen der 111 e11ge der -natiirlichen Za/Jlen isomorph. 

2. Die Doppelreilze 
00 

_E W; (a; ,k) 
,•,k = l V V 

( 1) 

!w11vergiert, wobei I = {i1 , i2 , ••. } eine Numerierung von I. 

Beweis. Nach 11.5 existieren 1\tome in </J dann und nur dann, wenn 
Grenzproduktereignisse _P X; existiercn, wobei jcdcs X; =a;·" fi.ir ein 

1£1 
00 

k = 0, 1, 2, ... , und i EI ist und auf3erdem JI w,- (x; ,) , bei eincr Numc-
v = 1 V I 

rierung {i1, i2 , ... } = I, gcgcn cine Zahl t =I= 0 konvcrgiert. Wir betrach-

ten nun das unendliche Pr~dukt 11 { ] w,- (a; ,k)} = 1. Durch for-•= 1 k=O V V 

male distributive Entwicklung des Produktes links erhalt man ilberab­
zahlbar viele unendliche Produkte dcr Form 

00 

[I w,- (x;) mit x,- = a,- ,k· 
si= l V V V V 

(2) 

~ach einem Satz von GRUJ\1J\1ICH [1] (vgl. auch BOREL [1] und KAPPOS [3]) 
gilt: Falls die Doppclrcihc (1) konvergiert , dann cxistiercn hochstens 
abzahlbar viele solche Produkte, die gegen Zahlen t =I= 0 konvergieren 
und die Summe dieser Zahlen ist gleich 1. 

Falls die Doppclreihc (1) divcrgicrt, dann existicrt iibcrhaupt kein 
Produkt der Form (2), <las gegcn cine Zahl t =I= 0 konvergicrt. Jcdem 

00 

[J w,- (x,- .) =I=; cntspricht cin Grcnzproduktclcmcnt _P X;, das ein 
v = 1 v 1 

•• I 

Atom in </J bestimmt und wcil die Summe dcr Wahrscl:einlichkeiten 

solcher Atome gleich 1 ist, so ist </J atomar. Im Fallc der Divergenz der 

Doppelreihe (1) haben wir keine A tome, cl. h. (/> ist von Typus I. Nach 
elem Satz von GRUJ\IMICH gibt cs keinc andere l\foglichkeit. Satz 6 ist 
damit bewiesen. 

Bemerkung 1. Es wurdc also auf3erdem gezeigt: Filr m (J) = ~o 

uncl atomare Faktoren & ; ist </J von Typus I oder Typus III (vgl. Nr. 
10.7). 
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Bemerkung 2. Mit Hilfes des Satzes G und Bemerkung 1 kann man 
ein Beispicl eines Booleringes ij bilden, der zwei \ ;Vahrscheinlichkeiten w 

und v tragen kann derart, daf3 der a-Boolering ~w der w-Hiille von (ij, w) 

von Typus 1, dagegen der a-Boolering ~v der v-Hiille von (u;, v) von 

Typus III ist, also i,,, und §t. nicht isomorph zueinander sind (vgl. 
Bemerkung von Nr. 8.11). 

11.7. J(lassifikation dc1· W-Fcldcr nach Dorothy l\Iaharam. Man 
bezeichnet cinen a-Boolering 9J1 mit Einheit, der ein endliches, strikt 
positives und a-additives Maf3 tragt, als einen a-nfaf3verband oder a­

Maf3alge bra. Da jedes endliche Maf3 µ auf 9J1 normiert werden kann, 

namlich durch Multiplikation mit _!_( ) , wobei c die Einheit von 9)1 be-
11 e 

deutet, so unterscheidet sich die algebraische Struktur cler a-Mal3ver­
bande von clerjenigen clcr a-W-Felder nicht. In Nr. 10.7 haben wir die 
algebraische Struktur cler a-W-Felder mit einer cmpirischen Basis be­
handelt. DOROTHY MAHARAM [2] (vgl. auch E. MARCZEWSKI uncl 
R. SIKORSKI [1]) hat die Klassifikation von beliebigen a-Maf3verbiinden 
untersucht. Diese Klassifikation gibt einen Oberblick cler algebraischen 
Struktur von beliebigen a-\;V-Feldern. Dariiber berichten wir im fol­
genden: 

A. Es sci (~, w) ein a-vV-Feld und a E ~ mit a =I= 0, dann ist a~= 
{x E ~: xs;; a} ein a-Boolering mit a als Einheit, das sogenannte Haupt­
ideal in !J, <las elem Element a Eu; entspricht. Die Restriktion cler Funk­
tion w von ~ auf a ij ist offenbar ein endliches, strikt positives und a-

additives :Maf3 auf air, also w
1;a) cine \V. auf a~ und dahcr (a~. w~a-)) 

ein a-W-Feld. Ist a ein Atom in~. so ist (a~'iv,(a)) isometrisch zum 

uncigentlichen W-Felcl (ll, w) (vgl. Nr.1.4, Bemcrkung), wobei 11 = {0, c} 
uncl w(0) = 0, w(e) = 1. 

Der a-Boolering ~ eines a-W-Feldes (~, w) heif3t homogc11 vom Typus 
fJ > 0, wenn fur jedes a E ~' a =I= 0, der Charakter Cafi' von a ij gleich 
dem Charakter cfi' von ij gleich ~/J ist1. Hierbci bedeute bekanntlich 
~/J die l\Hichtigkeit dcr Menge W (wµ) aller Ordinalzahlen < wµ- Jeder 
atomare a-Boolering wird auch als homogcn vom Typus -1 betrachtet. 

Aus diescr Definition folgt unmittelbar 

I. Ist u; homogen vom Typus f3 :::::>: - 1, so ist auch der a-Boolering 
a~ fur jedes a =I= 0 homogen vom Typus (J. 

II. Ist m, w) ein a-W-Feld und ~ homogen vom Typus f3 > 0, so 

ist jedes a-W-Feld (a~, w
1~a)) fur jedcs a E ~. a =I= O, isometrisch zum 

a-W-Feld (~, w). 

1 Beziiglich des Begriffes ,,Charakter" vgl. Nr. 10. 7. 
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B. Man zeigt leicht: 

III. Jedcr Ordinalzahl /-J ~ 0 cntspricht cm a-Boolering \Ufl, der 
homogen vom Typus fJ ist. Man konstruiert 58p folgendermaBen: Jeclcr 
Ordinalzahl ~ mit O S ~ < wp ordnen wir ein W-Felcl zu: (fh, w0). 

wobei ft der Boolering, den zwei Atome erzeugen, cl. h. i3·., = {0, xE, x~,e}, 

und w;(x~) = w; (x~) = ! , we{O) = 0, u,_;(e) = J gesetzt ist: Man hilcle 

dann nach Nr. I .I Adas a-W-Produktfelcl: t1 (tr~• w0) und setzc cs 
0 ~ 0 < '"fl 

gleich (58p, np). 5Bp ist dann homogen vom Typus fJ ~ 0. Ist (fr, w) ein a-W­
Feld und dabei tr homogen vom Typus fJ ~ 0, so ist (58p, np) isomc­
trisch zu (ty, w). Ist dagcgcn {Ji homogcn vom Ty pus {J' =4= fJ, so cxistiert 
kein Isomorphismus zwischen {Ji und \511 • (11:. n·) kann dcshalb in diesem 
Falle nicht isometrisch zu(\511 , np) sein. 

IV. Das a-W-Feld (580 , n0) (definiert nach Ill. fiir fJ = 0) bcsitzt cine 
L·mpirische Basis und ist gema.13 Klassifikation von Nr. 10.7 vom stetigen 
Typus, also zum linearcn Lebcsgucschcn a-W-Fcld (,u, ,a). isometrisch. 

V. Ist einc Indexmenge 1 von ciner l\fa.chtigkeit m (/) ~ ~ii• fJ ~ 0, 
uncl s~tzt man (e;;, w;) = (\Bp, n 11 ) fi.ir jedes i E 1. so ist das a-Produkt-

fp)d _P (e;;, w;) stets isomctrisch zum u-W-Felcl (5Bp, np). 
t</ . 

C. DOROTHY MAHARAM hat folgenclcn wichtigcn Satz bewicscn: 

Satz von Maharam. Es sci (ir, w) ein a-W-Feld, dann existiert stets 
cine Zerlegung der Einheit e E ~ in hi:ichstens abzahlbar vie It~ paarweise 
fremde und von O verschiedcne Elemcntcn: 

<ii, a2, ... 

derart, dal3 jeder a-Boolering (Haupticlcal) a,. l)" homogen vom Typus 
ff,. > - 1 ist und {3, ·H > {J,. fiir jedcs 1• gilt. 

Diese Zerlegung ist eindcutig bestimmt. 
Fur den Beweis diescs Satzes vcnveisen wir auf dir Arbcit von 

D. MAHARAJ\!. 

Bemerkung. Mit Hilfc des obigen Satzes von D. :\L\HAH:\M kam1 
man folgenden Satz bewcisen: 

VI. Ist der a-Boolering ~ cines a-\.Y-Felcles homogen vom Typus 
(1 > 0, so ist e; als metrischer Raum (vgl. Nr. 8.11) hetrachtet nicht 
kompakt. 

Beweis. ~ ist gema.13 Satz 15 vom Nr. 8.11 homoomorph zum mc­
trischen Raum \Bp des a-W-Feldes (\Bp, np) von V. In 5Bp aber kann 
man ~fl verschiedcne Elemente finclen, cleren Entfernung paarwcist· 

1 
> 4 ist. l\fan setze namlich fur jedcs f mit O < t < wfl b1;, gleich elem 

Produktelement P Y$, wobei y0 = e fiir allc ,; ~ t und y,, = Xf· 
0 ~<< wp 

Dann ist off en bar :r,; (br + bd > ! falls t =4= ,;" ist. Die :Menge allcr 
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Elemente be·, 0 < t <wfJ, ist, aber unendlich und besitzt keinen Hau­
fungspunkt. mfJ ist deshalb nicht kompakt, also auch ij nicht kornpakt. 

Aus Satz VI, Satz von MAHARAM und Satz 16 von Nr. 8.11 folgt: 
VII. Ist (~. w) ein a-W-Raurn, so ist der metrische Raum ~ dann 

und nur dann kompakt, wenn ~ atomar ist, d. h. vorn Typus -1. 

12. W-Produktraume 

. 12.1. Cartesischcs Produkt. Es sei Qi, i E /, eine Familie von nicht 
leeren (Mengen) Raurnen Qi. Als cartesischen Produktraurn oder kurz 
P-Raurn Q = _P Qi rnit Kornponenten Qi• iEI, bezeichnen wir die Ge-

t£ I 

samtheit aller Punkte w = {wi}i£1 rnit W; E Qi, i E /. W; heil3t die i-te 
Komponente des Punktes w E Q . Es bedeute nun X; jeweils eine beliebige 
nicht leere Teilmenge von Q;, iE I. Dann bezeichnen wir X = P X ., d. h. 

i£I l 

die Gesarntheit aller w = {w;}id rnit W; EX; als eine Produktrnenge, 
dcren Komponenten die Mengen X;, i E /, sind. Es ist offenbar X~ Q. 
Wir setzen im folgenden fest, dal3 eine Produktrnenge _P X; rnit rninde-

i £I 
stens einer Menge X; = 0 = leere Menge, die leere Menge 0 darstellt. 
Es sei {i1, i2, .•• , i

11
} cine beliebige, nicht leere endliche Teilmenge von I. 

Dann wird cine Produktrnenge der Form P X; mit Xi =A;, h = 
icl k k 

1, 2, ... , n, und X; = Q;, falls i =t= 1~. i2, ••• , in, als ein Rechteck 
R (A;,, Ai,• ... , Ai") bezeichnet. A;k heil3t die ik-te Seite von R. Recht­
ccke rnit einer leeren Seite stellen die leere Menge 0 dar. 

12.2. W-Produktraume. Es sei (Q;, ~l';, v;) , i E /, eine Familie von 
W-Raumen. Es sei ferncr Q = P Qi der Produktraurn rnit den Kom-

i£I 

ponenten Q;, i E /. Es bedeutc m die Gesarntheit aller Rechtecke: 
R (Ai,• A;,, . .. , A;,,) mit A;k E Sl;k, h = 1, 2, ... , n, fiir alle endlichen 
Teilmengen {i1, i2, . .. , i

11
}~ I. Dann ist ~:n ein f\-Untersystern von $ (Q). 

Der kleinste Korper von Teilrncngen des Produktraumes Q (Borelunter­
ring von \)3(Q)) iiber mist dann m".' . Man bcstatigt leicht, dal3 dieser 
Ki:irper m~ isomorph zum Produkt-Boolering _P Sf; ist, wenn man jeden 

t£ I 

Ki:irper Sr;, ·i E J, als einen abstrakten Boolering betrachtet und die Pro­
duktbildung nach Nr. 11.2 vornimmt. Bei der zugehi:irigen Isomorphie 
cntsprechen den Rechtecken die in Nr. 11.2 definierten Produktele­
mente. Wir werden deshalb im folgenden ~r!' durch St = _P Sr; be-

• 1 cl 

zcichnen und den Produktki:irper (Produkt-Boolering) mit den Ki:ir-
pcrn St;, i E /, als Komponenten nennen. 

Wir definieren nun auf Sf eine Quasi-Wahrscheinlichkcit 1p, wic 
folgt: 

F:rl!ehn. rl. ;\fothem. N. F . IT. 2-1, Knppos 5 
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= -" ····=~~~======= ====~ 

Filr jedes Rechteck R(A;,, A;,, ... , A;) E 9l wird gesetzt: 

'ljJ (R) = V;
1 
(A;J V;, (A;,) · • • V;,. (A;n) . 

Fiir jedes XE St existiert eine Darstellung X = R1 V R2 V · · · V N.k 
von paarweise fremden Rechtecken R1 , R2 , ... , R1,, Es wird deshalb 
gcsetzt: 

Die so clefinierte Funktion 1P auf St ist eine Quasi-\V., wie man in der 
klassischen l\iaf3theorie zeigt. Es ist deshalb (Q, St, 1P) ein W-Raum, 
den ,vir als den W-Produldraum (Q, Sr, 1P) = _P (D;, SI';, v;) bezeichncn, 

t.£1 

<lessen Komponenten die W-Raume (Q;, 51;, v;), i E J, sind. 
12.3. a-Produktkorpcr. a-W-Produktraumc. Es bedeute a,\l' den 

kleinsten a-Korper von Teilmengen des Produktraumes .Q (a-Booleuntcr­
ring von 1.13 (.Q)) iiber St = _P Sl; , Wir setzen dann "St= _P" Sf; uncl bc-

1.cI ·re I 

zeichnen pa St; als den a-Procluktkorper, clessen Kornponenten die 
i £1 

Korper .\1;, i E J, sincl. Es beclcute "Si'; den kleinsten a-Korper von Tcil­
mengen des Raumes il; (a-Booleunterring von $ (Q;)) iiber Sr;, i E J. 
Dann gilt: Der a-Procluktkorper _P" ,rS1';, clessen Komponenten die a-

,£ I 

Korper "Sl;, i El, sincl, fallt mit elem a-Procluktkorper _P" .\i'; zusarnmen, 
,. £ I 

clessen Komponenten die Korper St;, i E J, sincl. Die Quasi-\V. 1P kann 
hekanntlich eincleutig auf "Sr erweitert werden. Den Borelschcn \V­
Raum (.Q, "St, 1P) bezeichnen wir darn1 als den a-\V-Produlltraum: 

(.Q, "Sr, 1P) = _P" (.Q;, St';, v;) = _P" (Q;, 0 Sf;, v;), 
HI t£1 

wobei die Komponenten die \V-Riiume (.Q,-, Sl';, v;) oder, was dasselbe 
bedeutet, die a-W-Raume (.Q;, "Si;, v;), i E J, sincl. 

Es bedeute nun (Q, L aSl. v) die Lcbesguesche Erweiterung von 
(Q, "Sl', v). Es sci ferner V; ein W. auf St';, cl. h. v; strikt positiv auf 
.\l';, i E J. Es bedeute 9c bzw. 91* das a-Ideal der Nullmengen in "St bzw. 
L "St·. Dann ist der Restkla..:sen-a_:-Boolering "Sf./91 bzw. L "St/9c* iso­

morph zum a-Produktfeld St= P Si';, und wenn man in bekannter 
i£1 

Weise eine striktpositivc W. <p auf ,,St/91 bzw. L S</91* clurch 
rp(X/91) = 1P(X) bzw. rp(X/9c*) = 1P(X) definiert, dann ist 

(in) = _P (Sr;, v;) isomctrisch zu ("Sr/9c, "P) ~ (L St/91*, 1P)-
Hl 

12.4. Darstcllung von W-Produktrcldcm durch W-Produktraumc. 
Es sei {l5\, w;), iEJ, einc Familie von \V-Felclcrn und (c/J, n) = _P (lY;, w;) 

t£1 

das W-Produktfeld mit den \V-Feldern (iY;, w;), i E J, als Komponenten. 
Nach Nr. 9.2 kann man jedem W-Feld m;, w;) einen W-Raum 
(Q;, Sl\, v;), i EI, derart zuordnen, claf3 V; auf Sr; a-adclitiv relativ l_l3(Q;) 
ist. Bildet man nun den \V-Produktraum: 

(Q, Sr, 1P) = _P (.Q,-, Sf;,'';), 
t£1 
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so ist St isomorph zu </J, weil die Komponenten ~. isomorph zu Sl';, i E /. 
sind. Auf3erdem ist 1P relativ ~ (Q) a-additiv auf .\t, also (Q, Sr, 1P) ein 
W-Raum, und weil 01. 1P) isometrisch zu (</>, :i) ist, so ist (Q, St, -ip) ein 
Darstellungs-Vl-Raum des W-Feldes (</J, n). 

Bemerkung. Die Existenz des cartesischen Produktes einer Familil' 
von Booleringen ili,, i E /, die wir in Nr. 11.2 bewiesen haben, kann 
auch mit Hilfe des Stoneschcn Darstellungssatzes bewiesen werden , 
wenn man die klassische Theorie der Produktraume als bekannt voraus­
setzt. Fi.ir jeden Boolering di i sei namlich hl'; dcr Darstellungskorper 
von Teilmengen ciner Grundmenge Qi nach STOXE. Dann bildet man 
den Produktraum Q = P Q;, betrachtet die Gesamtheit m aller Recht-

ic I 

cckc R (A;,, A;, ... , Ai,) mit A;,_. E ~l;,_. , k = 1, 2, ... 11, und den klein­
sten Korper St i.iber m. Der Korper St, als ein abstrakter Boolering bc­
trachtet, hat clann, wie man leicht zeigt, die Eigenschaften des cartesi­
schen Produktes P iJ· van Nr. L L.1 (vgl. SIKORSKI [BJ). 

i c I ' 

KapitcIV 

13. w-Unabhangigkcit in \\1 -}"'cldern 

rn.1. w-unabhiingigc Untcrsystemc cines W-Feldes. Es sci (di, w) 

cin W-Felcl. Eine Teilmenge 12( von !3·, die abgeschlossen fi.ir die in 'i)· 
crklarte Operation f\, in Zeichen 9(n = 9(. ist, bezcichnen wir als ein 
."\-Untersystem van di, falls 9( minclcstens ein Ereignis 4= 0 enthalt. Es 
sei jetzt / cine beliebige Inclexrnenge. Die f'\-Untersysternc 9{;, i E / , 
von 6 heif3en w-mzablu"ingig in f\·, wenn gilt: Fi.ir jede beliebige endlichc 
Teilmenge {i1 , i2 , ... , i,,}~ I und beliebige a;kE 9(;

1
_., /> = J, 2, ... , n, ist 

w (a;,(\ a,-, (\ · · · (\ a;) = w (a;,) w (a; ,) · · · ,,, (a,-J (U) 

Aus clieser Definition folgen unmittelbar: 
Satz 1. Sind die f'\-Untersystem c 12l;, i E I, ,Jo11 ~- w -11 nablzii11gig in ij, 

su ist jeder endliclze D11rclzscl111itt a;,(\ a;,(\ · · · (\ a;,. ·mit a;k E 9(;,_. , 
le= 1, 2, ... , 11, niclzt leer, we1111 a;k 4= O /iir le= l, 2, ... n ist. 

Satz 2. Si11d die f'\-Unters ysteme 12l;, i E I, von i:)· w-unablziingig ht 'iSi , 
so sind beliebige f'\-Untersysteme ~ .. 1.•011 ij mil \l\~ 9(,- jiir allc i EI'~ I 
eben/alls w-u11abhiingig in iii· 

Wir zeigen nun: 
Satz 3. Vor.: Die f'\-Unters ysteme 91,-, i E I, vo11 di seien w-unabhiingig 

in <1:_ (91:,, w) sei das ldeinste W-Unter/eld von (ij, w) ,iiber 12(;, i EI, mid u • . 
(\!{, w) das ldeinste W-Unter/eld vo11 (g;, w) iiber der me11ge11theoret1sc/1en 
Vereinigzmg V 91; = IS , das also fedes 91,-, 1: EI, als f'\-Untersystem enthiilt. 

ic I 
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Beh.: 1. Die Booleunterringe Wt, i EI, van ij sind eben/alls w-u11ablzii11-
gig in ~-

2. Das W-Feld (W, w) ist isometrisch zttm W-Prod1tkt/eld (</>, n) = 
. PI (\2!T, w;), hierbei ist W; = w, i EI, gesetzt. Die Isomorphie f-iihrt ins-
' C 

besondere feden Durchschnitt ai, f\ ai, f\ · · · f\ ain Ell( mit {i1 , i2 , ..• , in}~ I, 
ai E m~ k = 1, 2, ... , n, in das P-Ereignis P X; mit X; = a; fiir 

J. 1k' i£[ 

i = i1, i 2, ... , in und X; = e; = e ft"ir i EI - {i1, i 2 , ..• , i,.} ·iiber. 

Beweis. Betr. Belz. 1. 0. B. cl. A. konnen wir annehmen, das jedes ll(; 

das Ereignis e enthii.lt, denn durch Adjunktion (oder Weglassen) von e 
bleibt jedes W;, iEI, ein /\-Untersystem von g. und die w-Unabhangig­
keit wird nicht gestort. Wir bemerkcn: Jedes Element X; Em; ist in der 
Form X; = ai,l + a;,2 + · · · + ai,n mit a;,; E 9f; darstellbar. 

Wir zeigen zuerst, da£3 die Glcichung (U) gilltig bleibt, wenn ein 
a;k E fil;k durch a;k + a;k ersetzt wird, wobei a;k E W;k• 0. B. cl. A. setzen 
wir voraus, da£3 ll = 1 ist. Dann ist nii.mlich: 

w ((a• + a'. ) /\ a• f\ · · · f\ a- ) = w (a• + a'. ) w (a• ) · · · w (a• ) . ( 1) ti . t1 la ln t-1 • 11 11 ln 

Denn wir haben links 

w((a• + a'.) /\ a - f\ · · · f\ a- ) 11 • 11 11 Z-n 

= w(a• f\ a- f\ · · · f\ a- + a'. f\ a- f\ · · · f\ a•) 
11 ta ln • 11 Z1 In 

= w (a• f\ a. f\ · · · f\ a. ) + w (a'. f\ a . f\ · · · f\ a. ) 
t 1 ts ln l1 ts 'n 

- 2 w (a• f\ a'. f\ a- f\ · · · f\ a - ) 
11 11 t2 ln 

und rechts: 

w(ai +a,'.) w(a,•) · · · w(ai) = w(a;) w(a,• ) · · · w(a;) 
1 • I I n 1 I n 

+ w (a'. ) w (a . ) · · · w (a • ) - 2 w (a • f\ a'. ) w (a. ) · · · w (a. ) t1 l: l" l1 t-1 lt ln 

= w(a• f\ a- f\ · · · f\ a-)+ w(a'. f\ a - f\ · · · f\ a - ) 
l1 1: tn 11 l:a ln 

-2w(a• /\a'. f\a - f\ ···/\a- ) 
11 11 l1 ln' 

also (1) gilt. Durch Induktionsschlu(l beweist man, da(l (.L) richtig bleibt, 
wenn beliebige a;,,E9(;k' k = 1, 2, ... , n, <lurch cinen Ausdruck a;k, 1 + 
a;k,2 + · · · + a;,,, 11,, mit aik,Q E W;k' (! = 1, 2, ... , nk, ersetzt wcrdcn. 
Es gilt also (U) filr beliebige ai,, E 9fTe ll = 1, 2, ... , 11. Dam it ist Beh. 1 
bewiesen. 

Betr. Beh. 2. Es sci Sl die Gcsamtheit allcr Durchschnitte 
a;, I\ a;, I\ · · · f\ a;" E iJ mit {i1, i2, ... , i,,} beliebige endliche Teilmenge 
von I uncl a;k beliebig aus m;~. ll = 1, 2, ... , n. 

1. Wir bemerken: o;) Sind zwei a; E llf; und a; E l){i, mit i =l= i', i EI, 
i' E I, verschicclen von 0 bzw. e, so gilt immer a; =I= ai'• denn es mull, 
wegen w (a; f\ af,) = w(a;) w(ai,), wobei af, = e + ai' bedcutet, a; f\ 
ar, =I= 0 sein. /3) 0. B. d. A. konnen wir immer voraussetzen, da(l zwei 
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a, b E ~t' durch Durchschnitte ai, f\ ai, f\ · · · f\ ain bzw. b;, (\ bi, f\ · · · 
f\ bin' mit aie bik E fill, fl = 1, 2, ... , n, darstellbar sind, deren Glieder 
also dieselben Indizes aufweisen. (Der Beweis kann dem Leser iiber­
lassen werden.) 

Nun gilt: I. Zwei von O verschiedene a, b E Sr sind ersichtlich 
dann und nur dann fremd in 'J;, wenn bei jeder Darstellung: 
a = ai f\ ai f\ · · · f\ ai , b = bi f\ bi f\ · · · f\ b.,· gilt a,• f\ b,· = 0 fur 

1 I n 1 ' n k k 

mindestens ein ik. 
II. Zwei von 0 vcrschiedenc a, b E Sl' sind ersichtlich dann und nur 

dann gleich, wenn bei jeder Darstellung a = ai, f\ ai, f\ · · · f\ ain' 
b = bi, f\ bi, f\ · · · f\ bin gilt: aik = bik fur h = 1, 2, ... , n. 

III. sr ist ein f\-Untcrsystem von 'J;, enthalt e und es gilt: 
a f\ b = (a,• f\ b;) f\ (a; f\ bi) f\ · · · f\ (a,• f\ b, ) fi.ir irgcnd zwei 

1 1 a : n .. n 

a, b E Si' mit a = ai f\ ai f\ · · · f\ ai , b = bi f\ bi f\ · · · f\ b; . 
2. Wir ordnen 

1 

jede~1 a = ai, r\ a;, f\ · : · f\ ;in E St eind~utig das 
P-Ereignis a= _PIX; E Kc;, </J zu mit X; = a; fi.ir i = i1 , i 2, •.. , i,., 

IC 

X; = e; fur jedes i E (I - {1:i, i2, ••. , i,,}). Aus 1, e<) und {3), I, II, III und 
den entsprechenden Regeln fiir die Gesamtheit /( der P-Ereignisse (vgl. 
Nr. 11.2) folgt, da/3 dicse Zuordnung beziiglich der Relation c;, bzw. der 
Operation f\ eine Isomorphi e z,vischen Sr und I( ist. Da nun Sr: = 21: 
und JC = (/J gilt, wenn wir 51' bzw. I( als ein f\-Untersystem von 12( 
bzw. </J betrachten, so la/3t sich diese Isomorphie zu einer Isomorphie 
von 9{ auf </J erweitern. Es gilt aber aul3erdem: 

w(a) = w(ai,) w(a;,) · · · w(ai,) = n(cx), wenn ix E /( das Bild von 
a E Sr bei dicser Isomorphie bedeutet. (12(, w) ist deshalb isometrisch zu 
(</J,:n:). 

Satz 4. Es sei (ij, w) ein a-W-Feld. Es seien /emer die f\-Unter­
systeme 12{;, i EI, van 'J; w-unabhiingig in 'J;. Es bedeute: m;a" den hlein­
sten a-Baaleunterrinr! van ~ iiber \.lf;, i EI. Dann sind 9ra•5, i EI, w-1m-

v ,. 

abhii11gig in 'J; 1111d das a-W-Pradukt/eld (J>, ii) = P (2ft, w;) = 
ic I ' 

P (9ft a". w .) , wabei W ; = w fiir fedes i EI gesetzt ist, ist isametrisch zum 
,:c/ i , 

kleinsteu a-W-Unter/eld (\.l{a", w) van 'J; t"iber fil, wabei 2! der kleinste Baale­
unterring van 'J; ist, der fedes 2{;, i EI, als f\-Untersystem enthiilt. 

Beweis: Nach Satz 3 sind 2£7, i EI, w-unabhangig in 'J;. Jedes 
a;E 2(!a" ist bekanntlich als w-lim a;,,.=a;darstellbar, wobei a;,,,Efil!, 

V-HX) 

v·= 1, 2, ... Nun haben wir 

a - (\ ai (\ · · · f\ ai = (w-lim a; .) f\ (w-lim ai •) f\ · · · (\ (w-lim a; , •) 
t1 r . n v-► OO 1, v---+OO r, v---+OO n 

fiir a,• Ewa". It= l, 2, ... , n, und ai VE mr,. i = l, 2, ... , n, 11 = 1, 2, ... , 
k 1k i• ' 

d. h. w(a,• f\ a,• (\ · · · (\ ai) = lim w(ai • (\ ai v (\ • • • f\ a; .) 
. 1 I ·n V--).OO h 21 · 11' 
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= lim w (a;,_,.) · Jim w (a;,,,.) · · · Jim w (a; •. ,.) = w (a;.) w (a;,) · · · w (a;)-
v-►oo i•-► oo i•-► oo 

Die w-Unabhangigkeit von SJlt" 0
, i EI, in {Y ist ,lam it bewiesen . DiP 

Jsometrie ,mischen (1>, ?.i:) und (9(a•>, w) foJgt nun aus der Isometric zwi­
schen (</>, ;,i;) uncl (121, w). 

Bemerkung. Es sei (</J, ;,i;) = P (IT;;, w;) ein W-Procluktfelcl. Dann 
ic l 

hiJden alle JJ-Ereignisse ,:\. = P a. mit ai = X;, a. = c;, wenn i EI mit 
J i E / I 

1 

i =1= j, bei festem j fiir alle X; Elli; einen Booleunterring</>1 von </>, der zu 
75;; isomorph ist. (</> ;, n) ist dann eine isometrische Ein bet tung des W­
Felcles (iii;, w;) in (</>, n) fi.ir jedes j EI. Aus dieser Isometric und der 
Definition des W-Produktfeldes (</>, n) folgt, cla!3 die Booleunkrring(' 
</J;, j E I, ;,i;-unabh~ingig in </> sincl. 

i\Ian beweist leicht : 
Satz,]. Es sei (ij, w) ein W-Feld. Es besitzt (ij, w) ein W-U11ter/eld 

({Y', w), da.~ isometrisch zu einem W-Produllt/eld (</> , ;,i;) = _P (tr;, w;) isl. 
IE l 

Es seien /emcr 91;, i E I, f\-Untersysteme von 'if. J edcs 91 ;, i EI, werde bei 
der vora11sgesetzten Isomorphic z1eisclzcn {Y 1 und </J au/ e£n U11tersystcm 
</J; (vgl. die Def. von <1>; in der obigen Bemerkung), i EI, abgebildet. Dann 
sind die f\-Uutersysteme 91;, i EI, von ~, w-unablziingig in iii' b.,w. l\i· 

Aus Satz ,I und fJ foJgt nun: 

Satz 6. Ein W-Feld (lJ;, w) besitzt dann u.nd nur dan11 w-wzabliiingigc 
Lintersysteme, wenn (ij, w) selbst oder e£n W-Unter/eld (lli', w) von (tr, w) 
:;u eiuem W-Produktfeld isometrisch isl. 

13.2. Prolluktzerlcgung eines W-Feltles. 1st _P (iJ;;, w;) ein W-Pro­
,cJ 

duktfeld, zu welchem ein W-FeJd (5v, w) bzw. cin W-Untcrfekl (ff, w) 
isometrisch ist. so schreiben wir: 

{lY, 10) bzw. (lli', w) -:·: _P (f\\ , w;) 
ic I 

und bezeichnen _P (l}·;, w;) als eine Produktzerlegung von (ij, w) bzw. 
ic l 

(tY', w) in die w-unabhangigen W-Felcler (IT;;, w;)- Hierbei fassen wir die 
(i}i;, w;) als vV-Unterfelder van (i\i, w) auf. Sind (o\, w;), i EI, beliebige 
vorgcgebene W-Felder, so konnen wir das W-Feld (</>, n) = P m:;, w;) 

id 

bzw. (<!>, i) = _P (i\i;, w;) biJden und (</J, n) bzw. (1>, n) aJs ein W-
l ;:J 

Oberfelcl VOil allen m;, W;), i EI, auffassen. Die Booleunterringc Ui;, 
i E J, von <I> bzw. </J sind dann .7r-unabhangig, bzw. :=i-unabhiingig in 
</> bzw. </J. 

Beispiele. Es sei (-u', µ) das lineare Lebesguesche a-\V-Fekl von 
:r..r. 10.4, clan~ folgt leicht aus Nr. ll.4 Satz ] , clal3 es gilt: 

(,u, /t) = _P (-u';, µ;) mit 8; = ,u, µ = µ; fi.ir jedes -i E I , wenn 
,cl 

111 (J) ::=;: ~0 • cl. h. (S, ,u.) lii.!3t sich in m :S ~ow ihm isometrischc ,a-1111-
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abhiingige W-Felder zerlegen. Diese Zerlegung gilt aber nicht, wenn 

m (1) > ~o ist; denn dann besitzt _P (u;, µ;) keine Borelsche empirische 
ic I 

Basis und kann zu (u, ft) nicht isometrisch sein. 
Daraus folgt : 
Satz 7. Jcdcs zn ei11em W-U11tcr/eld von (u, µ) isometrisclze W-Feld 

(o·, w) (cl. h. fcdes W-Fcld mil c£ner cmp£rischen w-Basis) lwnn Jzoclzstcns 
i11 ~o W-Unter/cldcr ::erlegt wcrdcn, die w-unabliiingig in 'J; sind. 

14. Algcbraische Unabha.ngigkeit in Booleringen 

14.1. Algebrnisch unabhangigc Booleringe. Es sei e; ein Boolering 
hzw. a-Boolering. Es seien fcrner ~(;, i E I, Booleunterringe von ~- Es 
gelte bei beliebiger Wahl der nicht leeren endlichen bz\\' . abzahlbaren 
Tcilmenge J<;,_ I und cler aiE 9(i mit ai =l= fl, f E ]: 

(m (\ a; =l= u. 
j £ ., 

Dann bezeichnen wir die Booleunterringe ~( ;, i E /, als algcbraisch bz\\'. 
a-algebraisch unabhiingig (kur7,: alg-unabhangig bzw. alg-a-unabhangig) 
in a;. 

1st (e;, w) ein W-Feld uncl sind die Booleunterringe ~(;, i E /, 1(·-unab­
hiingig, so folgt aus Satz 1, Nr. lB.1, dal3 die Booleunterringe 9(;, iEI, 
zugleich alg-unabhangig in tli sind. Die Umkehrung gilt aber nicht fiir 
jede \V., die g. tragen kann. 

Beispiel. Es sei g. der Boolering. den die vier A tome: a1 , a2 , a3 , 11,1 

crzcugen. Es ist bekanntlich isomorph zum Boolering aller Teilmengen 
cler Menge {a1 , a2 , a3 , a4}. \1/ir setzen nun 

9(1 = {o, a1 V a3 , a2 V a.1, c}, ~(2 = {0, a 1 V a2 , aa V a4 , e}. 

Die Booleunterringe ~l;, i = l, 2, von ij sind offenbar alg-unabhangig 
in ~- Machen wir aber o; zu einem W-Unterfeld (IT;, w), indem wir den 
Atomen eine Wahrscheinlichkeit 1c•, wie folgt, zuordnen: 

w(a1) = 0,2; w(a2) = 0,4 ; w (a3) = 0,1; w(a4) = 0,H 

und den anderen Elementen von o; als Wahrscheinlichkeit w die 
Summe cler Wahrscheinlichkeiten der Atome, die diese Elemente ent­
halten, so sind die m;, i = 1, 2, nicht w-unabhangig in 'i)·. 

Fur die alg-Unabhangigkeit gel ten folgende Satze: 
Satz 1. Vor.: ,Es sci ij ein Boolcring. Es sc£cn /cmer die Boolcuntcr­

ringe m;, i EI, von ij alg-unabhiingig in ~- Es bcdcute 9! den ldeinstcn 
Boolezmterring van ij, dcr fedes ~!;, i EI, als Booleuntcrring enthii.lt. 

Beh.: Der Boolering ~{ ist isomorph zmn Produld-Booler-ing: <P = _Pm; , 
I£ I 

mzd .:;war derart, dafJ bei dieser Isomorphic fedem Durchschnitt a1, (\ 
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a;, f\ · · · f\ a;n E I}( mit {i1 , i2 , ... , i,.} ~ I, a;k E l}(ie k = I, 2, .. . , n, als 
Bild das P-Element l\'. = _P

1 
xi mit xi = ai fiir i = i1 , i2, .•. , in 1111d 

tC 

X; = e; = e fiir i E (I - {i1, i 2, ... , i,.}) entspricht. 
Satz 2. Vor.: Wie im Satz 1 und aie/Jerdem: In jedem 2{;, i EI, sci 

cine W. W; definicrt, so dafJ fcdcs (fil;, w;), i EI, cin W-Feld ist. 
Beh. 1. Man kann in I}( eine W. w definieren, so da/3 

l\'.) w (x) = W; (x) fiir x E 2!;, i EI. 

/3) W (x;, f\ X;, f\ • • • f\ X;n) = W;, (x;,) W;, (x;,) · · • W;n (x;n), 

/iir {ii, i 2 , ••• , i 11}~ I 1t11d X;k E \}(;k, k = I, 2, ... , n, gilt. 
2. Die Boolezmterringe 2{;, i EI, van I}{ sind dann beziiglich dies er 1,V. 

w-unabhiingig in 9!. 
Bew. bctr. Satz 1. \,Vir erklaren .~. wie beim Bewcise von Satz 3, 

Beh. 2, Nr. 13.l. Dann ist St•t der kleinste Booleunterring von ij, der 
jeden Boolering 12(;, i EI, als Booleunterring enthalt, d. h. Sf:'"= I}{. 

Um die lsomorphie z,vischen 2( und </> zu beweisen, brauchen wir nur 
zu zeigen, daB I, II, III von Nr. 13.1 (beim Bew. der Beh. 2) des Satzes 3 
auch hier gelten . Bezi.iglich I und III ist es klar. Wir beweisen also II: 
Dann: klar. Nur damz: Es seien a= a; f\ a; f\ · · · f\ a1- und b ·= , , n 

b;, f\ b;, f\ · · · f\ b;n und es gelte a = b. Dann ist a;,, = b;k fiir jedes 
k = 1, 2, ... , n. Ware namlich a;k =l= b;k fiir cin fl, so ware a;" t b;" =l= 0. 
\Venn wir o. B. d. A. ll = 1 annehmen, so gilt 

(a• + b- ) f\ a • f\ b- f\ · · · f\ a• f\ b- -1- 0. l-i • 11 l 2 t: l•n 111 1 (l) 

Aus (l) erhalten wir, wenn wir die Iinke Seite distributiv entwickeln und 
die Gliecler geeignet vertauschen: 

a- f\ a- f\ · · · f\ a- f\ b- f\ · · · f\ b- + 11 1, 'n la ·ln • 

+. b- f\ b- f\ · · · f\ b- f\ a- f\ · · · f\ a.•. 
11 1: 'n 12 l-n 

Dieser Ausdruck ist aber gleich 0 im Widerspruch zu (l}; denn 

a- f\ · · · f\ a- = b- f\ · · · f\ b- = a- f\ · • • f\ a- (\ b- f\ • • • (\ b- • l1 lfl t1 ln i.1 'n 1-1 ln 

= b;, f\ ·. · f\ b,,, f\ a;, f\ · · · f\ ain, 

weil bi, f\ b;, f\ · · · f\ b;,, ;;;? b;, f\ b;, f\ · · · f\ bi,, = ai, f\ · · . f\ a;,, 

bzw. a;, f\ • • • f\ a;,, ;;;? ai, f\ · · · f\ a;,, = b;, f\ • · · f\ b;n. 

Damit ist der Satz bewicsen. 
Bew. betr. Satz 2. Wir betrachten das W-Feld (</>, n) = _P (2!1, w;). 

tC I 
Nach Satz 1 ist 2( isomorph zu </J. Es sei 

/: 2( ➔ <I> diese Isomorphic. 

Setzen wir w =no/, so ist (2!, w) wieder ein W-Feld, und zwar isome­
trisch zu (</>, n) und es gelten l\'.) und {3) der l. Beh. DaB die 2!;, i EI, 
als Booleunterringe von 2( w-unabhangig in 2( sind, ist klar. 
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14.2. Bcmcrkung. Es sei 56 ein a-Boolering und 12!;, i EI, eine Familie 
von Booleunterringen von ~\ die alg-unabhangig bzw. alg-a-unabhangig 
in \8 sind . Es bcdeutc 0 ~(; jeweilsdcn klcinstcn a-Boolcuntcrring von 5Biiber 

fil;, i EI. Dann blcibt folgcndc Fragc im allgemeinen off en: Sind die 
a-Booleunterringe ,,12(;, iEI, alg-unabhangig bzw. alg-a-unabhangig in 56? 
Macht man aber die zusatzliche Voraussetzung, dal3 jedes 12(; ein total­
regularcr Booleunterring von 56 ist (vgl. Anhang Nr. 5.4), so kann man 
leicht zeigen, dal3 dann die 0 12{;, iEI, alg-unabhangig bzw. alg-a-unab­
hangig in 56 sind. 12(; licgt namlich dann dicht in der :MacNeilleschen 
minimalen Erweiterung von 12{; zu einem Voll-Boolering 12ft (S. SIKORSKI 
[3], S. 35-36). In 12!7 kann aber 12!; bzw. 0 12!; totalregular eingebettct 
werden; also liegt auch fil; dicht in 0 12( ;, d. h. fur jedes a E 0 12(; mit a =!= 0 
existiert ein xE 12!; rnit x =I= 0, so dal3 x ~ a gilt. Ist also J eine endliche 
bzw. abzahlbare Teilmenge von I und a; E 2(; mit a; =!= 0, so existiert 
ein X; E 12!; rnit X; =I= 0 und X; ~ a;, j E J. Dann ist aber, wegen der vor­
ausgesetzten alg-Unabhangigkeit bzw. alg-a-Unabhangigkeit der 12f;, 
i EI, in 56: (56) n X; =!= 0 und deshalb auch (56) n a; =!= 0. Also 

jcJ jcJ 

sind die a-Booleunterringe 0 12!;, i EI, alg-unabhiingig bzw. alg-a-un-
abhangig in 56. 

14.3. Einbcttungsproblcm mit a-Unabhiingigkcit. In Zusammenhang 
mit der Bemerkung von Nr. H.2 entsteht auch die Frage, ob eine belie­
bige Familie von abstrakten Booleringen 12{;, i EI, in einem a-Boolering 
56 derart isomorph cingebettet werden kann, dal3 die Einbettungen 
IUf, iEI, von 12f;, iEI, alg-unabhangig bzw. alg-a-unabhangig in 56 sind 
und auf3erdem, daf3 die 

0
l2(f, iE I, ebenfalls alg-unabhangig bzw. alg-a­

unabhangig in 56 sind, wobei 0 l2(f den kleinsten a-Booleunterring von 56 
iiber mr, iE I, bezeichnet. Fur die algebraische Unabhangigkeit kann man 
leicht cinen solchen a-Boolering konstruieren. Es sei namlich </J = P 12(; 

icl 

<las cartesische Produkt der 12(;, i E /. In </J kann man bekanntlich die 
12!;, iEI, totalregular einbetten. Ordnet man nun elem Boolering </J seine 
Mac-Neillesche minimale Erweiterung </J* zu und bildet man dann den 
kleinsten a-Boolcunterring //J 0 von </J* iiber der isomorphen Einbettung 
</J 0 VOil </J in </J*' so leistet der so konstruiertc a-Boolering 56 = a</J

0 
das 

Gewiinschte. Kann nun auf3erdem jeder Boolering 12(; eine \V. W;, iE!, 

tragen, so kann man auch die Booleringe 12(;, iEI, in dem a-Boolering </J, 

des W-a-Produktfeldes (<P, ii) = _P (12f;, w;) isomorph einbetten, derart, 
,c I 

claf3 2r: bzw. 
0
9lf, iEI, alg-unabhangig i-;;_ </J sincl, denn aus der n-Una~­

hangigkeit folgt die alg-Unabhangigkeit. \Vir bemerken, daf3 0 </J~ und </J 
im allgemeinen nicht isomorph sind. Das gestellte Problem besitzt also 
nicht nur eine Losung, auch wenn man verlangt, daf3 der a-Boolering 
~ mit dem kleinsten a-Booleunterring von ~. der jeclen filf, iEI, als 
Booleunterring enthalt, zusammenfallt. SIKORSKI hat fur den Fall der 
alg-a-Unabhangigkeit die in dicser Nummer g('stellte Frage beantwortet. 
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In der folgenden Nummer geben wir zusammenfassencl die Resultate van 
SIKORSKI. 

14.4. Cartcsische a-Produktc von Boolcringen nach Sikorski 1• Es sei 
9(;, iEJ, eine Familie von a-Booleringen. Man bezeichnet nach SIKORSKI 
als cartesisches a-Proclukt der 12(;, iE I, jeden a-Boolering \S, der einc 
Familie \Si, i EI, von a-Booleunterringen enthii.lt, die folgende Eigenschaf­
ten besitzt: 

I. Der kleinste a-Booleunterring von \S, der jeclen a-Boolering \13,. 
iE/, als a-Booleunterring enthalt, fallt mit \S zusammen. 

II. Die a-Booleunterringc m;, i EI, sind alg-a-unabhangig in \S. 
III. Fur jecles i EI existiert eill Isomorphismus h; voll 9(; auf m,. 

Hat man die Existenz eines nach SIKORSKI cartesischen a-Proclukte;; 
der a-Booleringe 12(;, iE I, so kann man die in Nr. 14.3gestellte allgemeillerc 
Frage fur Boolerillge 12{;, i E /, bealltworten, da jeder Boolering 12{; stets 
isomorph und a-regular in einem a-Boolering 12( eingebettet werden kann. 
Wir behandeln zuerst die Frage cler a-Erweiterung eines Booleringes, 
weil sie in engPr Beziehung zu der Konstruktion von cartesischen a­
Produkten steht. 

14.4.l. Es sei 9( ein Boolering, clann kann man ihm nach den Satzen 2 
uncl B Nr. G, Kap. I einen Grunclraum Q und einen isomorphen Korper ~i 
von Teilmengen cler Grunclmellge Q zuorclllen, die sogenanllte Stolleschc 
Darstellung von 9( <lurch den Karper St. Es bedeute s den Isomorphismus 
von 12{ auf St. Es sei ferner ,,Sl der kleillste a-Korper VOil Teilmellgcll der 
Grulldmellge Q iiber elem Korper SL Wir betrachten Q als eillcn topolo­
gischen Raum mit Sl als ciner Basis des Systems aller offenen Mengen 
(vgl. Nr. 6.3). Das System aller TejJmcngcn von Q, die in Q Mcngen 
nster Kategoric beziiglich dieser Topologie sind, bildcn bekanntlich 
1:in a-Ideal, was wir mit S(l2() bezeichnell. Ein a-Ideal, clas wir mit 
-il'* (9£) bezeichnell, bilclell auch alle Teilmellgrll X VOil Q, die sich folgen­
clermal3cn darstellen !assen: 

00 00 

X = (~ (Q)) (\ s(a,.), wobei a,. E 9£, ,, = I, 2, ... , mit (12() (\ a,.= 11. 
,. = 1 ,, , -, l 

Es gilt: u* (9£) ~ -ts (91). 
Eill a-Boolering \S heil3t cine a-Erwciterung, gellauer a-reguliire Er­

weiterung von 9£, welln eill a-rcgularer Booleunterring \S0 von \S exi­
stiert, cler zu 9( isomorph ist und ein Borelerzcuger von m ist. SIKORSKI 
zeigte nun, dal3 die Restklassen-a-Booleringc a~i:/u* (12() und aSf/-ts(l2() 
a-regulare Erweitenmgen von 12( sincl . Man bezeichnet nach SIKORSKI 
jeclen a-Boolering, cler zu ast/-ts (12{) bzw. zu a~l'/-ts* (9£) isomorph ist, als 
cine minimale bzw. maximale a-Erweitenmg von 9(. 1st 9( cin a-Boole­
ring, so gilt: 

12( ~: ,,~t/.fl'* (9() ~ ,,.\l /,ts (12(). 

1 S1KORSK1, H. [3] und [ 4]. 



~· - - ~ ---- -- - - -~ 

V.14. Algebraische Unabhangigkeit in Booleringen 75 

1 m allgemeinen ist aber eine minimale nicht isomorph zu einer maximalen 
O"-Erweiterung. Es existieren deshalb mehrere zueinander llicht isomor­
phe a-rcgulare Erweiterungcn von \}(. falls \}( ein Boolering, aber kein 
O"-Boolering ist. 

Der Restklassen-Boolering ~t/-u (9() ist ein Booleunterring von 
.,~l'/-u(9(), und zwar eine isomorphe vollregulare Einbettung von \ll in 
.,Sl'/u(9() uncl liegt dicht in ,,~1'/-u(9(). Jlfan be\\"eist leicht, dal3 ~(.Q)/-u(ll() 
cine minimale Vollerweiterung des Booleringes 9( ist, cl. h. isomorph zum 
Voll-Boolering \}(* ist, den man nach :\L\cNEILLE aus \}( clurch Bilclung 
von Dedekinclschen Schnitten bekommt (vgl. ;\L\cNEILLE [1]). 

Bemerku11g. 1st auf \}( cine W. w definiert uncl bedeutet (W, w) die 
w-Hiille , cl. h. die a-Erweiterung von (12(, w), so ist im allgemeinen der 

a-Boolcring \}( eine a-Erweiterung von \}(. jecloch keine a-regulare Er­

weiterung; \}( ist dann und nur dann cine a-regulare Erweiterung von 
\}(, wenn w a-adclitiv auf 9( ist (vgl. Nr. 7.3). Die von SIKORSKI eingc­
fiihrten a-reguHiren Erweiterungen eines Booleringes 12( sind deshalb zur 
Erweiterung einer V\'. von \}( auf eine solche Erweiterung derart, dal3 di1• 
W. bzw. Quasi-\V. a-adclitiv wird, nicht geeignet, wenn die vV. auf \}( 
nicht a-aclditiv ist. 

t 4.4.2. Es sei nun 12(;, i EI, cine Familie von Booleringell. Wir ordnell 
jeclem Boolering W; die Stonesche Darstellung durch den Korper ST; 
von Teilmengen des Stoneschen Raumes D;, i E J. zu. Es bedeute s; 
den Isomorphism us von 9(; auf Sl';· Es sei fern er .Q = _P !:l; dcr Produkt-

1.eI 

ranm mit den Riiumen Q, als Komponentcn, .\l = _P .\I; der Produktkor-
, £ l 

permit den Korpern .\l'; als Komponenten (vgl. Nr. 12.1-12.2) und schlieU­
lich ,,.If = P" ,q'; der ihm zugeordnetr a-Produktkorper (vgl. ] 2.8). 

ie l 

11
~l' ist der kleinstc a-Korper VOil Teilmengen des Procluktraumes .Q iibcr 

elem Korpcr .ll 

1st X~ Qi, so soll <pi(X) die Tcilmengc VOil D bcclenten, die aus alien 
Pnnkten w = {w;}i£I des R.aumes .Q bcsteht, deren j-te Komponentc· 
wi EX ist. Bedeutet 9Jli ein System von Teilmengcn des Raumes Qi, 

so soil ilJ1; clas System von alien <pi (X) mit XE ~)Jci bedeutell, j E J. Auf 
Grun cl dieser Bezeichn ung sin cl .,tf bz\\". a-117, wo bci n.\I ,- den kleinsten 
a-Karper von Teilmengell der Grundmenge D; iiber ~1; bedeutet, auch 
Karper bzw. a-Karper von Teilmengen des Raumes .Q, und zwar iso­
morphe Einbettungen der Si'; bzw. n~1,- im Korper ~ (.Q) wie auch im 
a-H:arper aSl'. Wir orclnen nun jcdem i E J clas a-ldeal ,u (12(;) bzw. ,u* (9l;) zu. 
das wir kurz mit -u; bzw. -u7, i E J, bezcichncll. Die Restklassen-a-Boole­
ringc aS'rJ-u; bzw. a5r,-/-uf, iE I, sind dann fiir jecles i E J cine minimak 
bzw. maximale a-Erweiterung des Booleringes 9(,-. Auf Grund der · 
Bezeichnung, die wir vorher eingefiihrt haben, sind dann uf bzw. -u;'' 
isomorphe a-Idealc von Teilmcngen des Raumcs Q zu den a-Idcalen 
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-u'; bzw. -u'i, iEI, und deshalb fi.ir jedes iEI 0 Si~/uf bzw. 0 Srf/tr;"0 eine 
minimale bzw. maximale a-Erweiterung des Booleringes \2(;. Es bezeichne 
nun u* das kleinste a-Ideal, das alle a-Ideale u7°, iEI, als a-Unterideale 
enthalt. Dann wird der Restklassen-a-Boolering St 0 /u* als das cartesische 
maximale a-Produkt der Booleringe \2£;, bezeichnet. Sf/u* ist ein Booleunter­
ring von Sl 0 /u*, isomorph zu </J = _PI \2£; und eine a-regulare Ein bet tung von 

IC 

</J in Sl, 0 /u*. Wir bezeichnen 0 Sf 0/,u* mit </J0 = _P 12(;. Im Raume Q 
1 CI 

betrachten wir zuerst die Produkt-Topologie, d. h . als eine Basis von 
offenen Mengen in Q <las System, <las aus allen (encllichen) R echtecken 
P X . besteht, wobei X. E Sl.'; fi.ir jedes i EI und X. =p D; hochstens fi.ir 

ic I t , t 

eine endliche Teilmenge {ii, i2, •.• , i,,} ~ I. Q ist clann auch cbenso wie seine 
Komponenten ein kompakter, total diskontinuierlicher Hausclorffraum. 
Es bezeichne ,u' <las a-Ideal aller Teilmengen von Q, die Mengen 
erster Kategoric in Q sind. Wir betrachten in Q eine zweite Topologie, 
indem wir die Basis von offenen Mengen in Q erweitern, d. h. wir er­
klaren als Basis von offenen i\Iengen das System, <las aus allen (abzahl­
baren) Rechtecken: _PIX; besteht , wobei X; E Sr,. fi.ir jedes i EI und 

1€ 

X; =p D; hochstens fur eine abzahlbare Teilmcnge von I gilt. Q ist be-
zi.iglich dieser Topologie auch ein total diskontinuierlicher Hausdorff­
raum , aber nicht kompakt, wenn die Menge I nicht endlich ist. Wir be­
zeichnen mit @5* das System der so definierten offenen Mengen und mit 
Sr* den kleinsten Korper von Teilmengen von Q, der @5* als ein Unter­
system enthalt. Mit u* wird das a-Ideal aller Teilmcngen von Q be­
zeichnet, die Mengen erster Kategorie bezi.iglich dieser Topologie sind . 
Dann wird der Restklassen-a-Boolering 

0
Sr 0/u das cartesische mini­

male a-Produkt der Booleringe \2£; , iEI, genannt und mit </J0 = P 6 \2( . 
ic I ' 

bezeichnet. Der Restklassen-a-Boolering aSf:/u* wird das cartesische 
mini male a*-Produkt der Booleringe \2(. genannt und mit <1>0* = P 6* \2( . 

l i£ I l 

bezeichnet. 

Sind nun die 12!;, iE/, a-Booleringe, so haben die a-Booleringe </J0, 

</>0 und </J6* die drei Eigenschaften I, II und III eines im Sinnc von SI­
KORSKI cartesischcn a-Produktes der a-Booleringe 12(;. Wie SIKORSKI zeigt, 
existiert dann eine !Gasse £* von a-Booleringcn \8, die im allgemeinen 
nicht isomorph zueinander sind und die Eigenschaften I, II und III 
besitzen. Die !Gasse £* kann folgendermafien (teilweise) geordnet wer­
den: Sind \8 ° E £* uncl \8 E £* und bezeichnet man mit \Bf bzw. 
\8;, i E / , und die Familie der a-Booleunterringe von \8° bzw. \8, die die 
Eigenschaften I bis III von Nr. 14.4 besitzt, und mit 1,7 bzw. h; einen Iso­
morphismus von 12!; auf \Bf bzw. \8; fi.ir jedes i E /, so definiert man: 

\8 °::;: \8 dann und nur dann , wenn die Isomorphismen h~ hf 1 von \8, auf 
\Bf, iE/, zu einem a-Homomorphismus von \8 in 18 ° erwei tert werdenkonnen. 
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Gilt 58 ° < 58 und 58 < 58 °, so sind 58 ° und 58 isomorph und werden als 
gleich betrachtet. In dem so erklarten Verein (geordnete :Menge) £* ist 
<ti'* das kleinste und <!Jb das gr613te Element. \Venn die m:;, i EI, Boole­
ringe jedoch nicht alle a-Booleringe sind, dann besitzen die a-Booleringc 
<!Jfi und <!Jb nicht die Eigenschaft II. Dagegen besitzt <ti'* auch diese 
Eigenschaft, d. h. es existiert eine Familie von Booleunterringen <P;, 
i EI, von <!Jfi* die a-regulare (sogar vollregulare) Booleunterringe von 
</Jr,* sind und folgende Eigenschaften besitzen: 1. Jedes <I>; ist isomorph zu 
~(;, i EI. 2. Die </J;, i EI, sind alg-a-unabhangig in <t>fi*. 3. <l>r,* fallt mit 
dem kleinsten a-Booleunterring von <l>r,*, der jeden <I>;, iEI, als Boole­
unterring besitzt, zusammen. 

Bemerkung. ·wenn jeder Boolering m:; eine a-additive Quasi-\V. V; 

tragt, dann existiert eine a-additive Quasi-vV. v auf <f)b derart, dal3 

" 
V ( p X;/u*) = II V;,. (x;,,), 

icl ••=l 

wenn _P XJu* die Restklasse mit dem (endlichen) Rechteck _P X; mit 
t£1 1£1 

X; E St; und Xi =l= Qi , v = 1, 2, .. . , n, und X; = Q,. sonst als Repra-
• V 

sentant und schlie131ich x,- das Bild von X,. E Sr; bei der iso-
" i J• 

morphen Abbildung von St,- auf 5ll; bedeutet. 1st die a-additive Quasi-
" V 

W. v; strikt positiv, also eine a-additive \V. auf ~(; fiir jedes i EI, so 
braucht die a-additive Quasi-W. v nicht stets strikt positiv auf <f)b zu 
sein. 

Ein entsprechender Satz gilt nicht fiir die beiden minimalen Produktc 
</Jr, und <!Jfi*. 

Kapitel VP 

15. Unabhangigkeit von Mengensystemen bzw. 
von Systemen von I{or1>ern 

15.1. lUengcnthcorctischc Unabhiingigkcit bzw. a-Unabhangigkcit. 
Es sei E eine nicht leere Grundmenge. Es sei femer X;, i EI, eine Familie 
von Teilmengen X; der Grundmenge E. Die Mengen X;, i EI, hei13en 
mcngentheoretisch unabhiingig bzw. a-u11abhii11gig (kurz: M-unabhangig 
bzw. M-a-unabhangig), wenn fiir jede nicht leere endliche bzw. abzahl­
bare Teilmenge J von I gilt: 

(\ Y; =l= 0, wobei Y 1 = X; oder Yi= Xi= E -X1. 
icJ 

1 In diesem Kapitel werdendie Operationen V bzw. (\mengentheoretisch 
verstanden, sofern man mit Mengen operiert. 
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Bezeichnet man mit Sl; den von X; erzeugten Korper, also Si'; 
[o, X;, XL E}, so ist die .M-Unabhangigkeit bzw. 1vl-a-Unabhangigkeit 
cler X;, i EI, gleichwertig mit cler sogenannten k/-Unabhangigkeit bzw. 
J1-a-Unabhangigkeit cler Korper S"f;, i EI, cl. h. mit clcr alg-Unabhangig­
keit bzw. alg-a-Unabhangigkeit cler .~1;, i EI, als Booleringe betrachtct 
in elem Boolering ~ (£). 

Allgemein. Sind ST;, i E J, Karper von Teilmengen einer Grundmengc 
E, so bezeichnen wir sie als mengentlzeoretisch u11ablziingig bzw. 111e11-
gentheoretisch a-unablziingig (kurz- 111-unabhiingig bzw. 111-a-un -
abhiingig), wenn sic alg-unabhiingig bzw; alg-a-unabhiingig, als Boole­
ringe betrachtet, in elem Boolering ~ (E) sind. 

15.2. Bcispicle. 1. Es sei E die Gesamtheit aller abziihlbaren Folgcn 
li1 , i 2 , ..• }, wobei i,, = 0 oder list. Es bedeute X,, , µ = l, 2, ... , die Gc­
samtheit aller Folgen {ii, i2 , ••• } E E, fi.ir welche i,, = l ist. Es becleutc 
ferner X* die Gesamtheit aller Folgen {i1 , i 2 , ... } E E, fi.ir welche nur 
encllich viele Gliecler gleich l sind. Wir setzen X! = X 1, n X*, dann sine\ 
die Teilmengen X 1,, µ = l, 2, ... , von E JW-a-unabhangig. Dagegen sine! 
die Teilmengen X!, µ = J, 2, ... , nicht M-unabhangig, also auch nicht 
J1-a-unabhiingig. 

2. Im 11-dimensionalen cuklidischen Raum £
11 

bedeutc 1;: die Gesamt­
heit aller Punkte (x1 , x2 , ••. , x 11 ), deren /t-te Koordinate die Bedingung 

-} < x1, < l erfi.illt. Dann sind die Teilmengen 1;:, fl= l, 2, ... , 11, 

.11-unabhii.ngig. 
3. Es bedeute I,. die Gcsamtheit aller reellen Zahlen des Intervalles 

E = {x: 0 < x < I}, dercn dyaclische Entwicklung unencllich viele O uncl 
als n-te Ziff er 1 hat; dann sind die Teilmengen I,. von E, 11 = l , 2, ... , 
M-unabhangig, jedoch nicht kl-a-unabh~ingig. 

15.3. Hau11tsatz. Wir zeigen jetzt folgenden wichtigen Satz . 
Satz 1. I st cine Gru11dme11ge E von der lt1 aclitiglleit \EI = m 2 ~0 • 

so existieren Jlf-unabliiingige Teilmenge-1; )(, i E I, von E, wobei die 
.11 iiclitiglwit der I 11dexmenge gleich 2111 ist1. 

Es bedeute / eine Abbildung von E in E. Die Abbildungen /;, i EI, 
von E in E heilJen wesentlich verschieden, wenn es zu je encllich vielcn 
Indizes {1~, i2 , ••• , i,,}~ I stets ein x EE clerart gibt, dalJ /;, (x) =!= /;,, (x} 

fiir allc v =!= µ gilt. Wir beweisen zuerst das 
Lemma 1. I st eiue Grundmenge E von der M aclztiglwit IE I = m > N0 , 

so gibt es 2111 wese11tlich verscl1iedene Abbildungen von E in E. 
Beweis des Lemmas. Es sei 111 eine Menge von der l\fachtigkeit m. 

Die Menge £ 0 der endlichen Teilmengen X~ M ist dann auch von dcr 
:.\fachtigkeit m. Wir konnen also die Menge £ 0 mit der Menge E identifi-

1 Dieser Satz . .vurde zuerst filr IE I = No von F1cHTENHOLZ und KAN­
TOROWITSCH [1] bewiesen. HAUSDORFF [1] hat den Satz filr beliebigc 
! EI ~ No bewiesen. \,\lir geben den Hausdorffschen Beweis des Satzes. 
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zieren, indem wir jeclem XE E0 ein x EE eincleutig zuorclnen. \Vir setzen 
I= 1,µ(M), cl. h. die Gesamtheit aller Teilmengen von 111. Dann ist die 
}fachtigkeit von I gleich 2m. \Vir betrachten nun /; (X) = X f\ i fiir 
festes i E J als cine Abbilclung von E = E0 in E, clenn es ist fiir jecles 
XE E0 uncl i E J, also i~ M, stets if\ XE £ 0• Hiermit ist eine Familie 
/;, i E J, von Abbilclungen clcr }Icnge E in E erklart, die wesentlich ver­
schieden sincl. Sincl namlich i1, i2, ..• , i,, paarweise verschiedene endlich 
viele Elemente aus J, also (i°i, i2 , ••. , i,,}~ I, so ist i,. + i1, =I= 0, d. h. 
nicht leer, wenn fl, 11 belie big mit 1 < µ < v < n gewahlt sind. Man wa.h­
le nun aus jedem i,, + i,.~.M ein Element und betrachte die Gesamtheit 
aller dieser Elemente, die eine endliche Teilmenge X~ 111 bilden. Dann 
gilt offenbar XE £ 0 . Aul3erdem gilt offensichtlich X f\ i1, =I= X f\ i,. fiir 
alle µ uncl 11 mit l :S:: fl < 11 < 11, cl. h. /;,, (X) =I=/;,, (X) fiir alle µ und 1· 

mit 1 < µ < 1, < n uncl jeclcs XE E0 . Hiermit ist das Lemma bewiesen. 

Beweis des Sat;;es 1. Entsprechencl Lemma 1 seien /;, iEJ und JI j = 2111
, 

wescntlich vcrschiedene Abbildungen von E in E. Es sci B die :Menge der 
endlichen Teilmengen Y~ E uncl .Q = EX B das cartesische Produkt 
von E uncl B. Auch B und .Q haben die Machtigkeit m von E. Jedem 
i E J ordnen wir die i\Ienge Z; cler Paare (X, Y) E E X B mit /; (X) E Y 
zu . .Q - Z; ist dann die Menge der Paare (X, Y) EE X B mit /; (X) EE Y. 
\Vir zeigen nun, dal3 die M:engen Z;, i E J, als Teilmengen der Menge D 
betrachtet, mengentheoretisch unabhangig sind. In der Tat seien 

Z;,, Z;,, ... , Zit• Z'j,, Z1,, .. . , Z'J,, 

mit {i1, i2, ... , i1} und {j1, j2 , ... , jk} beliebige endlichc uncl zueinander 
fremc1e Teilmengen von J, clann ist der Durchschnitt: 

Zi, Z;, · · · Zit Z'j, Z'j, · · · Z'J1: =I= 0. 

Denn nach Lemma l existiert ein X derart, dal3 die Bilder 

x,, = /;v (X), x! = /1,, (X), 11 = 1, 2, ... , t ; p = 1, 2, ... , k 

paarweise verschieden sind. Setzt man nun: 

Y = {Xi, X2, ••• , X,}, 

(1) 

so ist /;v (X) E Y, ftµ (X) (f_ Y, also (X, Y)EZ;,. uncl (X, Y) E.Q-Z11, = Z'J,, 
fiir 1, = 1, 2, ... , t und µ = l, 2, .. . , /,, d. h. es gilt (1). Da aber die 
}fachtigkeit von Q gleich der l\fachtigkeit von E ist, also .Q mit Eiden­
tifiziert werden kann, so ist damit die Existenz einer Familie X;, i E J, 
von Teilmengen cler Menge E mit j JI = 2"', die M-unabhangig sind, 
auch bewiesen. 

Aus Satz 1 ergibt sich folgendc interessante Folgerung: 

Folgerung 1. Der /reie Boolering Q.j 111 , den die /reien Ereignisse 
(Elemente) X;, i EI 1111d JI I = m = 2K•, erzeugen (vgl. Nr. 2.3) oder, 
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was dasselbe bedeutet, der Produkt-Boolering </J = P {0, x, ;tj, e} mit 
icl 

j I j = m = 2N• kann isomorph im Boolering ~No aller Teilmengen der 
Grimdmenge der natiirlichen Zalzlen eingebettet werden, d. It. in einem 
Boolering ~No' der algebraisclt separabel ist, lw11n tnan einen nicltt alge­
braisch separablen Boolering, wie den Boolering </J, isomorph einbettm. 

Beweis. Da die Menge der natilrlichen Zahlen E = {1, 2, ... } von der 
Machtigkeit ~o ist, so gibt es nach Satz 1 eine Familie X;, iE I, mit 
jlj = 2N• von .M-unabhangigen Teilmengen X; von E. Man setze 
.\l; = {0, X;, X1, E}, iEI, und betrachte den kleinsten Booleunterring St 
von ~No' der jeden Sl';, iE I, als Booleunterring enthalt; dann ist Sr iso­
morph zu </J* = P {0, X;, X1, E}, also auch zu <P = P {0, X;, x1, e}. 

icl icl 
Bemerkung 1. Fiihrt man auf ,8 111 , m = 2N° ein 'vV. w ein, d. h. 

macht man ,8 111 zu einem 'vV-Feld ('8 111 , w) und bildet man dann die 

w-Hiille (m 111 , w) von ('8m, w), so kann offensichtlich 18 111 nicht in ~No 
isomorph eingebettet werden. 

Bemerkung 2. 1st die Grundmenge Evon der l\fachtigkeit jEj = 
m > ~1 , so existieren 111"-a-unabhangigc Teilmengen H;, iE I, von E, 
wobei die Machtigkeit der Indexmenge gleich 2111 ist (vgl. A. T ARSI<I [ 4]. 
Fiir m = ~ vgl. auch Nr. 17.3 Lemma 5). 

16. Fastunabhangigkeit 
Stochastische Unabhangigkeit 

16.1. Dcfinitioncn. A. Es sei E cine nicht leerc Grundmenge und Sl';, 
i EI, eine Familie von Korpern von Teilmengen der Grundmengc E. 
Auf jedem Korper Si'; sei cine Quasi-W. bzw. einc mengentheoretisch 
a-additive Quasi-W. µ;, i E J, definiert. Man bezeichnet die Korper St;, 
iE I, als /astunabhiingig bzw. a-/astunablzii11gig beziiglich µ,., i E J, wenn 
gilt: Fiir jecle beliebigc endliche bzw. abzahlbare Teilmengc Jc;_ I und 
jede l\'lengenfamilie X;E Sr,, jEJ, mit fl1 (X1) =l= 0 ist (\ X; =l= 0. 

jcJ 

B. Es sei Si ein Korper von Teilmcngen cler Grundmenge E und fl 

cine Quasi-W. auf St. Es scicn hl';, i EI, Untcrkorper von St. Dann heil3en 
die Kor per St; stoclzastisch 1t11abhiingig bcziiglich fl (kurz: µ-1mabhiingig), 
wenn gilt: Fiir jede belicbigc cndlicheTcilmenge {t'.1, i2 , .. • , i,,}~ I und 
jede Familic von Mcngen X.; E Sl;, 11 = l, 2, ... , 11, ist 

V V 

µ (X;, X;, · · · X;,) = µ (X;,) p (X;,) · · · fl (Xin). 

I'. Es seien Si;, iEI, Unterkorpcr eincs Korpers Sr von Teilmengen der 
Grundmenge E. Auf jedcm Sl; sei eine Quasi-W. fl;, i E J, definicrt. Eine 
Quasi-W. µ auf Si heil3t eine m11ltiplikath•c Erweiterung fl von fl;, i E J, 
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auf Sr, wenn sie eine gemeinsame Erweiterung aller µi auf 5r ist, d. h. 
fi.ir jedes XE Sr; gilt µ;(.X.1 = µ (X), i EI, und wenn au13erdem die Kor per 
Si';, i E I, µ-unabhangig in Sl' sind. 

16.2. Beispiele. 1. Es bedeutc B den a-Karper aller LEBESGUE­
me13baren Teilmcngen der :Menge der reellen Zahlen E = {x: 0 < x < l}. 
Es bedeute µ das LEBESGUE-l\fa/3 auf B. Es sei fern er A eine nicht me/3-
bare Teilmenge von E mit dem aul3eren l\Ia/3 µ*(A) = 1 und µ* (E - A) 
= l1. Man betrachte nun den Karper 9c = {0, A, Ac, E} und definiere 
cine Quasi-W. v auf 91, wie folgt: 

1 
v(A) =v(Ac) = 2 , ,,(o) = 0, v(E) = 1. 

Dann sind die Karper B und 9c fastunabhangig beziiglich µ und v. Jedoch 
offenbar nicht M-unabhangig. 

, ~ { 0 :a;; X :a;; 1\ 
2. Esse1E = {x: 0 < x < l}undE- =EXE= (x,y): 0 l)·. - - :::;;y:::;; 

Es bedeute 9Jc1 bzw. 9Jc2 die Gesamtheit aller Mengen von der Form 
A x E bzw. E xA fiir alle A EB, wobei B der a-Karper vom Beispiel 1 
aller LEBESGUE-mel3baren Teilmcngen von E ist. Dann sind 
9Jl1 , 9Jc2 a-Karper von Teilmengen der Grundmenge £ 2. Sic sind stocha­
stisch unabhangig beziiglich des ebenen Lebesgueschen Mal3es 111. Be­
cleutet !'1. bzw. µ 2 die Verengung (Restriktion) von m auf die a-Karper 
9)(1 bzw. 9Jl 2 , so ist m ihre multiplikative Erweiterung, und zwar cine 
mengentheoretisch a-additive multiplikative Erweiterung. 

16.3. LI. Es seien SI';, iEI, Karper von Teilmengen einer Grundmenge 
E. Auf jedem Sl'i sei eine Quasi-\V. µ; definiert. Es bedeute 9c; 
das Ideal der fl;-Nullmengen in Sr;, d. h. der Mengen NE Sf; mitµ; (N) = 0, 
i E I . Es bedeute ferner 9c das kleinste Ideal, clas alle 9c;, i EI, enthalt 
uncl Sf den kleinsten Karper von Teilmcngen cler Menge E, der alle Kor­
per ,\l';, i EI, als Unterkorper enthalt. Man betrachte die Restklassen­
Booleringe Slf = Sr;/91;, i EI, und Sl* = Sl'f9c. Jeder Boolering Srf, 
i EI, kann als ein Booleunterring von st* aufgefal3t werden, denn Sr;/9c; 
ist isomorph zu S1',./ilc. Dann fa.lit der kleinste Booleunterring von St*, 
der alle Sff, i EI, als Booleunterringe enthalt, mit dem Boolering st·* 
zusammen. Es gilt der : 

Satz 1. Unter den Voraussetzungen mzd Bczeiclmungen van LI sind 
/ulgende A ussagen iiq11ivale11t: 

I. Die Karper Sl';, i EI, sind fast1mabhii11gig beziiglich µ;, i EI. 
II. Die Booleringe Srt, i EI, si11d alg-u11abhiingig in Sr*. 
III. Es gibt eine Quasi-W. µau/Sr, die ei11.e multiplil?ative Erweitenmg 

alter µ;, i EI, auf Sf ist. 
Bewet'.s. l. Aquivale11z van II 1111d III: Die Quasi-W. µ; auf Sf; indu­

ziert cine W. µi auf Sff, i EI. 1st dann II vorausgesetzt, so existiert 
nach den Satzen 1 und 2 Nr. 14.1 eine W. j,t auf Sl* derart, da/3 gilt: 

1 In der Ma!3theorie zeigt man die Existenz von solchen Mengen. 

Ergebn. d. Mnt.bem. N. F. TT. 24, Knppos 6 
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l. I-'· (x) = /ii (x), fur alle XE srr 
2. f-l (x;, X;, • • • x;J = 1-1;, (x;,) /Ii, (x;,) · · · flin (xiJ fur jede beliebige 

endliche Teilmenge {i1 , i2 , ••. , in}~ I und jede Familie von Elementen 
X; E S'f;*, v = 1, 2, ... , n. 

• 3. Die Booleringe Sff, i E I, sind fl-unabhangig in St*. Definiert man 
nun eine Funktion 11. auf S'f, wie folgt : 

fl (X) = µ (X/SJl) fur jedcs XE Sr und fli (X) = !lt (X/5.Jc) fur jedes XE Sf;, 
i EI, so ist offenbar fl eine multiplikative Erweiterung von fl;, i EI, 
auf 51'. Aus II folgt also III. 

Setzt man nun III voraus, so induziert jede Quasi-\\7• fl; auf 51';, 
i EI, eine W. µ; auf .st'f , uncl die Quasi-W. fl auf Si"' eine W . µ auf 51'*. Die 
Booleringe S'ff, i EI, sincl clann µ-unabhangig in Si"'*. Aus der µ-Unab­
hangigkcit folgt aber die algcbraische Unabhangigkeit von Srf, i EI, 
in Sr*. Aus III folgt dcshalb II. 

2. Aquivalenz von I .zmd III. Um diese.Aquivalenz zu zeigen, brauchen 
wir folgende Lemma ta: 

Lemma 1. Fiir jede e11dlicl1e Teilmenge {iv i2, ••• , in}~ I sei 
.\f;.,;,, . . . ,i,. der ldeinste Karper von Teilmengen der Gnmdmenge E, der 
die Karper 51;,, Sf;,, ... , 5l';n als Uuterkarper entlziilt: dann fallt die mengen­
theoretisclze Vereinigung ~ alter fiir alle e11dl£clzen Teilmengen 
{i1, i2 , .•. , i,,}~ I gebildeten Sl';,,;,, ... ,i,. mit de,it Karper Sr zusammen. 

Beweis. Es geni.igt zu zeigcn, daB ~ einen Korper bildet. In der Tat 
ist ~ abgcschlossen fur die Komplementbildung, dcnn wenn XE ~ 
ist, so ist XE Sl';,,;., ... ,in fur ein {ii, i2, ••• , in}~ I also auch X 0 E Sr;.,;,, ... ,i,. 
und deshalb xc E ~- Es bleibt zu zeigen: Aus X t: ~. YE ~ folgt 
X V Y E m3. Es ist XE 5r;,, ;,, .. . , in und YE Si\,,i,, .. . , im fiir passende 
{ii, iz, ... , i,.} und {f1, j 2 , ••• , j 111 } ~I; ist dann l,i, !?2 , •• • , l,r die Vereini­
gung von {i1, i2, •.. , i 11 } und {ji, j2, .. . , j,,,}, so ist XV YE Srk.,k, , ... , kr 
also XV YE~- · 

Lemma 2. Es existiert lzoclzstens eine 1n11ltiplikative Erweitenmg fl 
alter /l ;, i E I, au/ Sl' . 

Beweis: Aus Lemma 1 folgt, clal3 jcdes XE St· einem Sr;,; .... ; fiir 
eine Teilmenge {ii, i2 , .•• , i,,} ~ I angchort, d. h. X ist in d~r Form 
darstellbar: 

T 

X = V xl,j X2,j ... X11,j mit x,.,j E Sri,' V = 1, 2, ... , n, 
i = I 

wobei die Durchschnitte Xu X 2,i · · · X 11 ,i, j = 1, 2, ... , -r, paarweise 
frcmd sincl. Existiert also cine multiplikative Erweiterung fl von /l;, 
i EI, auf Sr, so mu13 gel ten: 

T T 

fl (X) = i~: µ (Xu X2,i · · · X11) = l~: fl;, (X1) µ;, (X2,;) · · · fl;,. (X11). 
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Daraus folgt aber, dafi der \Vert von X fiir jede existierende multipli­
kative Erweiterung µ von /t;, i EI, auf Sr stets derselbe ist. 

Lemma 3. Sind die endlich vielen Karper Si';, 51\, ... , Sl'i , Sr,· 
1 : n n + l 

fastunablziingig beziiglich µi
1

, µ;,, ... , µ;n' µi,,+i mid existiert cine gemein-

same Erweiterung µ; ; .... ; van µ4., µ;, ... , µ; an/ den Karper Sf;; •... ; , 

so sind die Karper 
1

St; i :'..; wzd Si',- ' fast1m~blziingif! beziirdich µ; ; ... ; 
1 l fl ·,i + t u v J : 11 

,und µ- . 
'l11+) 

Beweis. 

mit µi (Z) 
1H1 

Es sei XE Sl';.i,·•·in mit µ;.;, ... ;n (X) > 0 und Z E Sl';,.+l 

> 0. Dann la.fit sich X wie folgt darstellen: 

T 

.X = V X 1.; X 2,i · · · )(11 ,;, wobei .X,; E Si';,,, 11 = 1, 2, ... , n, j = 1, 2, ... , T. 

i=l 

Da µ;
1
;, ••• ;,. (X) > 0 ist, existiert ein j0 mit µ;

1
;, ••• ;

11 
(Xu. X 2,;. • • • 

X 11,;,) > 0. Dann ist aber µ;, (X,,;,) = µ;
1
;, ••• ;

11 
(X.,;.) > 0, v = 

1, 2, ... , 11. Webaen der Fastunabhangigkeit der Sr,-' Sf,.' ... , 5i'i ' Si'; l : ,1 n+l 

beziiglich /t; •• µ; ,, ... , Pi,.• /li,.+1 ist dann xl,i, X2,; •... Xn,;. * 0, also 
auch X Z =I= 0, weil XJ X 1,;, X 2,;, • • • X 11,;0 

gilt. Damit ist Lemma 3 
bewiesen. 

Lemma 4. Es seien die Karper Sl'1 , 51'2 mil den Quasi-Wahrschein­
lichkciten /½, p 2 f astunablziingig bcziiglich p1, µ 2 • Dann cxisticrt cine (zmd 
nach Lemma 2 genazt eine) multiplikativc Erweiterung p12 van /ti, /t2 au/ 
den ldeinsten Karper 51'12, der 51'1 -zmd Si'2 als Unterkarper enthiilt. 

Beweis. Da jedes Element XE .\i\2 in der Form darstellbar ist: 
T 

X = V A; B 1 mit A; E .\!'1 , B; E .\l'2 , (1) 
i = 1 

wobei die Durchschnitte A 1 B;, j = 1, 2, ... , T, paarweise fremd sind, so 
mufi (falls cine multiplikative Erweiterung /½2 von /ti , /t2 auf Sl12 exi­
sticrt) gel ten: 

(2) 

Um das Lemma zu bcweisen, gcniigt cs deshalb zu zcigcn, dal3 <lurch (2) 
fiir alic XE f{'

12 
einc eindcutige Funktion 1½2 auf 5i'12 definiert ist. Es ist 

dann klar, da8 /½2 eine Quasi-vV. auf Si'12 ist uncl die Eigenschaften einer 
multiplikativen Erweitcrung von /ti, p 2 auf S'l\2 bcsitzt. \Vir bcweisen 
also: Ist 

T ~ 

,. \ ' A* B* ·t A A* "" * "" X = V A; Bj = J j j 1111 j,' j E ,111, B;, Bj E Jl2 
j = l j = l 

uncl sin cl die Dt~rchschnittc A 1 B;, j = 1, 2, . .. , T, bzw. Af Bf, 
1, 2, ... , {!, paarwcisc frcmcl, so gilt: 

T (! 

i~ fl1 (A;) fl2 (B;) = j~: µ1 (At) /l2 (Bf). 

6* 

(3) 

]= 

(4) 
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Wir betrachten dazu den kleinsten Korper ~ 1 , der alle A;, i = 1, 2, ... , r, 
und Af, i = 1, 2, ... , (!, als Elemente enthalt, bzw. ~ 2, der alle B;, 
i = 1, 2, ... , r und B1, i = 1, 2, ... , (!, als Elemente enthalt. Dann besitzen 
~ 1 und ~ 2 endlich viele Elemente, sind also als Booleringe betrachtet, 
atomar. Es seien Xi, X 2, •.. , Xn bzw. Y1 , Y 2 , •• • , Y,,. seine Atome, 
Dann gilt: 

A;= V X;, B; = V Y; mit P; ~ {1, 2, ... , n}, Q; ~ {1, 2, ... , m}, 
icP, icQ, 

i = 1, 2, ... , -r. (5) 

Ai = \j X;, B7' = V Y; mit Pi~ {1, 2, ... , n}, Qt~ {1, 2, ... , m}, 
icPt icQ7 

i = 1, 2, ... , (!-
T Q 

Wir setzen nun R = V (P; XQ;) und R* = V (P7' xQt}, wobei 
i=l i = l 

P1 XQ1 bzw. P't xQ't die Bildung von cartesischen Produkten bedeutet. 
Dann haben wir wegen (3) und (5): 

x = v xi Yk = v X; Yk. (6) 
(i,k)ER (i,k)eR• 

Betrachten wir nun den kleinsten Korper im, der ~ 1 und ~ 2 als Unter­
korper enthalt, so ist iln als Boolering betrachtet, auch atomar und zwar 
mit endlich vielen Atomen und es gilt: ist Xi Yk =l= 0 fiir ein Paar 
(i, fl) ER bzw. R*, so stellt X; Yk ein Atom im Boolering im dar. Da die 
Darstellung von jedem X E iln <lurch Atome eindeutig ist, so sind in (6) 
bei den beiden Darstellungen Elemente Xi Yk mit (i, !?) E R -t R* = 
(RV R*) - RR* sicher keine Atome, also X; Yk = 0. Da aber Sr1 
und Sr2 fastunabhangig beziiglich f-11., µ2 sind, so folgt aus Xi Y,., = 0, 
X; E Sr1 , Yk E Sr2 entweder f-11. (X;) = 0 oder µ 2 ( Yk) = 0. Es gilt also 
sicher: 

f-11. (X;) µ2 ( Yk.) = 0 fiir jedes Paar (i, fl} E R -t R* (7) 

und deshalb ist: 

.I f-11.(X;)µ 2 (Yk.) = .2: f-11.(X;) µ2 (Yk) = ~ fti.(X;}µ 2 (YJ. 
(1,k)eR (i,k)EllR* (i,k)eR• 

(8) 
Aus (5) und der Additivitat der Quasi-W.en f-11., µ

2 
folgt: 

f-11.(A;) = .I f-11.(X;), µ2 (B;) = .I µ2 (Y;), 
ieP1 icQ1 

f-11.(At) = .I f-11.(X;), µ 2 (Bt) = .I µ 2 (Y;), 
i£ J'f HQ: 

Also wegen (7) und (8): 
T 

.I f-11.(A 1) µ2 (B;) = . I f-11.(X;) µ 2 (Yk) = I f-11.(X;) µ 2 (YJ, 
J=l (i.,k)eR (i,k)eRR• 
(1 

.2:1 µ1 (At) µ2 ( Y[) = . ,.2: f-11. (X;) µ2 ( YJ = I f-11. (X;) µ2 ( Yk). 
] = (1,k) En• (i, k) e J! R• 

Daraus aber folgt ( 4) und Lemma 4 ist damit bewiesen. 
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Beweis der Aquivale11z van I 1md III. 1. Aus I folgt III. Aus den 
Lemma ta 3 und 4 folgt <lurch vollstandige lnduktion: Fur jede belie­
bige endliche Menge {ii_, i2, ••• , i,,} existiert eine multiplikative Erwei-
terung µ;

1
; 1 ••• ;

11 
von µ;

1
, µ;,, ... , µ;

11 
auf Sr;,;, ... ; . Da nun nach 

Lemma 1 jedes XE sr einem Sf;,;, ... ;,, fur ein {ii_, i2 , • ~ ., i,.} ~ l angeh6rt, 
so clefinieren wir 

(9} 

und beweisen, da/3 die so definierte Funktion µ auf Sr eindeutig ist, d. h. 
wenn ein XE .St gleichzeitig 51';,i,•••i,, und 5Ti.,i,···im mit {ii_, i2, ••• , i,,} 
und {iv f2, ••• , f 111} s;; I angehort, dann ist 

µ;,;, ... ;,, (X) = µM,···im (X). 
In der Tat: 1st X E Sf; i ... ,· (\ Sr,- 7' ••• .; ' so ist off en bar XE srk k ... k 

1 , n 1 : .rm · 1 2 r 

mit {lij_, k2 , ••• , fir} = {ii, i2 , .•• , i,.} V {ii, f2 , .•. , jm}· 
Da aber nach Lemma 2 µk,k,···k, eine Erweiterung von µ;, i,·••in 

und µi,i,···i,,. auf Sfk,k,···k, uncl als solche eindeutig bestimmt ist, 
so gilt: 

µk,k,···kr (X) = /li,i,····i,. (X) = µi,i,Tim (X). 

Die Eindeutigkeit von µ ist also bewiesen. Es ist klar, da/3 µ (0) = 0 
und µ (E) = 1 ist. Es bleibt also die Adclitivitat von µ zu zeigen: Aus 
XESl', YESr folgt XE51\;, ... ;,., YESr;,i,···im• also gehoren X, Y 
und XV Y elem Korper 51'k,.l:,···k, mit {ll1, k2, ... , kr} = 
{ii, i2 , •.. , i,,} V {f1 , f2 , ••. , f,,.} an, au/3erdem sei X f\ Y = 0. Dann 
gilt aber µ(XV Y) = /lk,k,··· kr (XV Y) = µk,k, ·•·kr (X} + µk,k,·•·kr ( Y) 
= µ (X) + µ ( Y). Die Aclditivitat von /l ist also gezeigt. 

Da/3 µ eine multiplikative Erweiterung von /l;, iEl, auf St ist, folgt 
leicht aus der Def. von fl. 

2. Aus III folgt I: Es seien X;. E 51'; •. v = 1, 2, ... , n, mit µ;.(Xi,.) =l= 0 

und {ii_, i2, ••• , i,,}s;; I; dann ist 

µ (X;, X;, • • • X;,,) = µ (X;.) µ (X;,) ••• fl (X;
11

) = µ;, (X;,) µ;, (X;,) ••• /l;n (X;,,) =J= 0, 

also X;, X;, · · · X;,, =l= 0. 
Aus III folgt also I. Hiermit ist Satz 1 vollstanclig bewiesen. Man 

zeigt nun leicht. 
Satz 2. Es sci Sl';, i E 1, cine Familie van Karpern van Teilmengen 

einer Gruudmenge E. Es sci ferner Sl' der !deinste Karper, der feden 
Karper St;, i E 1, als Unterkarper entlziilt. Dann sind falgende Aussagen 

iiquivalent. 
IX) Die Karper ,St';, i E 1, sind M-unabhiingig. . 
~) Es existier_t eim mttltiplikative Erweiterung µ auf Sr f£ir fede Familie 

van Quasi-W ahrsclzeinlichke£ten µ; I Si';, i E 1. _ 
y) Fiir jede Familie van Quasi-W-en µi I Sf;, iEl, existiert eine gemein­

same Erweiterung µ a11f Sl', d. h. eine Quasi-W. µ derart, da/J µ (X) = /l; (X) 
/fir jedes XE Sr;, i E 1, gilt. 
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Beweis. Aus Satz 1 folgt: \Venn £X), dann (3). Der Beweis for: wenn 
(3). dann y) ist trivial. Es geniigt deshalb zu zeigen: wenn y). dann £X). 
Wir betrachten eine beliebige endliche Menge {i1 , i2, .•. , in}~ I und belie­
bige Elemente X- E St',· mit X,. q=: 0. v = 1, 2, ... , n. Es sei ferner 

1v J' V 

x,• E Xi. v = 1, 2, .. .. n. Wir definiercn auf jedcm Si'i cine Quasi-W. 
p p V 

µi, derart, daB µ;v (X) = 1 oder O je nachdem xiv E X oder X;v Et X 

gilt. Da nun off en bar µ,-.(X;.) = 1, v = 1, 2, ... , n, gilt, so ist /t(Xi,.) = 1, 

v = 1, 2, .... n, wenn µ cine zu diesen µ,-
1
, J Si\, v = 1, 2, .. . , n, 

gemeinsame Enveiterung ist. Dann muB abcr µ,-,, (XiJ = 1, 

k = 1, 2, ... , n und v = 1, 2, . .. , n, gcltcn, d. h. X; EX,- , k = 1, 2, ... , n, 
V k 

und fur jedes v = 1, 2, .... n also Xi, Xi, · · · X,-" =t= 0. Damit ist be­
wicsen: aus y) folgt £X). 

16.4. Fiir M-a-unabhiingige Karper gilt der: 
Satz 3. (Satz von BANACH) Es sei Sl';, i EI, eine Familie von 111-a­

unabhangigen a-Karpern von Teilmengen einer Grundmenge E. Es sei 
JI J > N0 und au/ jedem Sf; eine mengentheoretisch a-additive Quasi-W. 
µ;, i EI, definiert. Dann existiert stets eine mengentheoretisch a-additive 
Quasi-W. µ au/ dem ldeinsten a-Karper Si' von Teilmengen der Grundmenge 
E, der jeden Karper ST; , i EI, als a-Unterllorper enthiilt, derart, da/3 gilt: 

£X) µ (X) = µ i (X) fiir jedes XE Si'; . i EI. 
(3) Die a-Karper Si'; sind stochastisch unablziingig bez'iiglich µ, d. h. 

µ-tmablziingig in SP. 

S. BANACH [1] hat zuerst einen direkten Bcweis dieses Satzes ge­
geben. S. SHERNAN [1] hat den Beweis dieses Satzes auf den Beweis 
eines entsprechcndcn Satzes fur Produktraume zuriickgefiihrt. 

Beweis: Es seien (Q;, Si',., µi) die W-Raume mit Q; = E, i EI. Es sei 
ferner Q = P Qi dcr Produktraum mit Komponenten Qi = E, i EI. 

i<:I 

Es bedeutc ITT die Gesamtheit aller Rechtecke: R (A;,, A;,, ... , A;") fiir 
{t~, i2, .. . , i,.}~ I uncl A;v E Sfi,,, V = 1, 2, ...• n. 

Dann ist Si'* = P Si\ der kleinste Korper von Teilmengen des Pro-
i <:I 

duktraumes Q iibcr ITT. Es bedeute ferner "Si'* den kleinsten a-Korper 
van Teilmengen des Produktraumes Q iiber Si'*. Dann kann man (be­
kanntlich) auf aSl'* cine Quasi-W. 1P derart definieren, daB 1P (R) = 
µi, (A;.) µ,-, (Ai,) · · · µ;" (A;n) fiir jedes Rcchteck R (Ai,, A,-,, . .. , A,-) gilt. 

1 Eine Erweiterung des Begriffes der stochastischen Unabhangigkeit 
zum Begriff der stochastischen a-Unabhiingigkeit beziiglich einer men­
gentheoretisch a-additiven Quasi-W. /t, im Falle wo Sr;, i EI, und .If a-Korper 
sind, bringt nichts Neues. Denn aus cler stochastischen Unabhangigkeit und 
der a-Additivitiit fol~t die stochastische a-Unabhangigkeit, weil 

1{01 X,v) = )J-. Jt (Xiv) = }~moo vff1 ft (X,.). 
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Es sei nun 0 R (A;,, A;,, ... ) ein a-Rechteck, d. h . eine Produktmenge der 
Form PX; mit X; =A;, ~• = 1, 2, ... , und X. = Q. fiir iE 

i£I V V t t 

(I - {1~, i2 , ••• }) , wobei die Menge {i1 , i2 , ... } cine abzahlbare Teilmenge 
von I ist. Dann gilt wegen der mengentheoretischen a-Additivitat der 
Quasi-W. '1/J auf 0 Sl·* 

" 00 

"P (0 R(Ai,, A;,, ... ))= lim II µ;,(A;.)= IIµ; (A;.). 
,i-,.oo 1-' = 1 I I V == 1 V J. 

Nun bemerken wir, da/3 der kleinste Korper Si'0 von Teilmengen der 
Grundmenge E (der ein Unterkorper des a-Korpers St ist), der jeden 
Korper Sr;, i EI, als Unterkorper enthalt, isomorph zu Sr* ist, und zwar 
derart, da/3 bei dieser Isomorphie jedem Rechteck R (A;,, A;,, ... , Ai) 
als Bild der Durchschnitt A;, f\ A;, f\ · · · f\ A; E St entspricht. Die 
Quasi-\V. '1/J auf St* (als Unterkorper von 0 Sr*) "induziert auf Si0 eine 
Quasi-W. µ derart, da/3 

µ(A· f\ A · f\ · · · f\ A- ) = µ· (A·)µ · (A·) · · · µ· ( 4. ) 11 t, tn 11 t 1 l: 11 'ln '" l-n , 

insbesondere also µ (X) = µ; (X) fiir jedes XE St;, i EI, gilt. Da aber 
wegen der vorausgesetzten M-a-Unabhangigkeit der Sr;, i EI, jeder 

00 

abzahlbare Durchschnitt der Form (\ A;,, mit A;, E Si\., A;, =l= 0, 
,. = 1 

v = 1, 2, ... , nicht leer ist, so beweist man leicht, da/3 0 Sl* isomorph zu st 
ist, und zwar derart, daf3 diese Isomorphie eine Erwciterung der Iso­
morphic zwischen Sl'* und Sl'0 ist und bei welcher jedem a-Rechteck 

00 

R (A. A. . .. ) als Bild der Durchschnitt (\ A; in St entspricht. 
CJ t1' i,, s• = 1 ,. 

Die auf Sf
0 

induzierte Quasi-W. µ lal3t sich deshalb von Si·0 auf Si erweitern , 
ist mengentheoretisch a-additiv und es gilt: 

1l(X) = µ;(X) fiir jcdes XE hl';, i EI, 

fl ( ('-. A;,)= IT µiv (A;,.), 
\v = 1 •· = 1 

d. h. die a-Korper Sr; sind stochastisch unabhangig beziiglich µ. 

Damit ist der Satz von BANACH bewiesen. 

Aus den Satzen 2 und 3 folgt: 
Satz 4. Es sei A;, i EI, eine Familie van NI-unablziingigen (bzw. 

M-a-unabhangigen) Teilmengen der G:1111dmengc E. Es ~ei fcrner cp(A;)_, 
iEI, eine beliebige reelle Fmzktian 1mt O <.<?7(A;) < 1'. ~El. D~nn exi­
stiert eine Quasi-W. (bzw. eine mengcntlzearet1sch a-additive quasi-W.) µ, 
die auf dem kleinsten J(orpcr (bzw . a-_J(orpcr) S-1' van Teil~engen der 
Grundmenge E definicrt ist, der allc A;, iEI, als Elcmentc enthalt, und fal-

gende Eigensclzaften besitzt: 

1X) µ(X) = cp(X), falls X = A;, i EI. 
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/3) Die A:fengen A;, iEI, oder was dasselbe bedeutet, die Karper st·;= 
{0, A;, Af, E}, i EI, sind stoclzastisch zmablziingig beziiglich µ. 

Bemerkung 1. Aus der stochastischen Unabhangigkeit eines Systems 
A;, iEI, van Teilmengen der Grundmenge E bezilglich einer rnengen­
theoretisch a-additiven Quasi-W. folgt nicht notwendig die .M-a-Unab­
ha.ngigkeit bzw. die a-Fastunabha.ngigkeit des Systems A;, i EI. 

Beispiel. Es sei (<P, n) = P (&;, W;) das a-Produktfeld rnit 
ic (1, 2, .•• } 

&;={0,ai,o,a;, 1 ,e},w;(ai,o) = :" w;(ai, 1)= 1-:,, i = 1, 2, ... Dann 

ist </J isomorph zu &K•, d. h. zurn Boolering (Karper) aller Teilrnengcn 
der Menge der natilrlichen Zahlen E = {1, 2, ... } (vgl. Satz 5, Nr. 11.6) . 
Es sei &1={0, Ai,o, A;,i, E} <las Bild des Faktors &; bei dieser Isomorphie. 
Diese Isornorphie induziert auch in &K• eine vV. µ die a-additiv (genaucr 
mengentheoretisch a-additiv) ist. Die l\1engen A;,o, i = 1, 2, ... , sind 
offenbar stochastisch unabhangig bezilglich µ, jedoch nicht 111-a-unab­
ha.ngig bzw. a-fastunabha.ngig, denn es gilt: 

00 

(\ A;,o = 0, weil lim fl (A1.o A 2_0 • • • A ,., 0) = 0 ist. 
i = 1 V-l-00 

Bemerkung 2. Aus Satz 1 folgt, daB die Fastunabhangigkeit eine 
notwendige und hinreichende Bedingung filr die Existenz einer rnulti­
plikativcn Enveiterung ist. Satz 3 besagt, daf3 die llf-a-Unabhangigkeit 
hinreichend fur die Existenz einer multiplikativen Erweiterung, jedoch, 
wie das Beispiel zeigt, nicht notwenclig ist. H. HELSON [1] hat irn 
Falle van zwei Korpern gezeigt, daB die Fastunabhi.ingigkcit, die in die­
diesem Falle rnit dcr a-Fastunabhangigkeit zusamrnenfallt, nicht hin­
reichend filr die Existenz einer rnultiplikativen a-Erweiterung ist. Aus 
dern Beispiel van Bemerkung 1 folgt aul3crclern irn Falle abzahlbar un­
endlich vieler Korper, claf3 fur die Existenz einer rnultiplikativen a­

EnYciterung die a-Fastunabhi.ingigkeit nicht notwcnclig ist. Es bleibt 
noch die Frage offcn, ob irn Falle van unendlich vielen Korpern aus cler 
a-Fastunabhangigkeit die Existenz eincr rnultiplikativen a-Erweitenmg 
folgt. MARCZEWSKI hat in einem spezicllen Fall diese Frage positiv 
beantwortet . Er hat namlich folgenden Satz bcwiesen: 

Satz 5. Es seien Sf;, i EI, a-Karper von Teilmengen einer Grund­
menge E. A uf jedem fl'; sei eine mengcntheoretisclt a-additive Quasi-W. 
µ; definiert. Es sei femcr vorausgesctzt, dafl alle Sl';, i EI, mit evcn­
tueller A usnahme eines festen Index i0 E J Karper mit cndlich vielen Ele­
menten sind. Es seien auflerdem alle Sl';, i E J, a-fastunablziingig beziiglich 
fl;, i E J. Dann cxistiert eine nmltiplilwtive a-Erweiterttng µ von allen fl;, 

i E J, au/ den kleinstcn Karper St, der alle St·;, i E J, als Unterllarper ent­
lziilt. 
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Beweis. l. Es sci XE St; dann existiert nach Lemma 1 Nr. lG.3 eine 
endliche Teilmenge {ii, i 2 , .•. , in, i0}~ I, wobei i0 der feste Index der 
Voraussetzung ist, so dal3 XE Sti,i,•••ini, gilt. \Vir betrachten nun den 

.. . • (1) (2) e·.-•. ) . 
atomaren Karper Sl';; ... ;. Es se1en A,· , A,· , ... , A,- die Atome 

1 : ·n V J' V 

des Korpers hl';v' fiir 11 = 1, 2, . . . , n. Dann bekommt man samtlichc 

Atomevon.sl'- • • ausdenDurchschnittenderForm· 4.V,> A~i,> · · · AVn> 111,·•·tn · ... l1 ti tn ,. 

fiir alle moglichen endlichen Indexfolgen (j1, j2, •.. , j,.) mit iv < kiv' 

v = 1, 2, .. . , 11. Denn bezeichnet f (1~, i2 , .•. , i 11 ) .die Gesamtheit dieser 
Indexfolgen so ist E = \ I -1\i,> Ali,> . • •A \in> und 

"' ' \.., L". 11 i, tn 
(j1,i:, ••.,in) E / (ii, i,, ... , i,i) 

jedes Glied dieser Vereinigung ist ein Atom von Sl';.,;, .. •in oder leer. 
Nun ist leicht festzustellen, clal3 jcdes XE hl';,;, ... ;n;, in der Form: 

X = V A(_i,) AV•> . .. A~i • .> B- . . I ·t B E Sl' 
(j.,j., ..• ,in)c/(i,,i., ... ,in) •• '• 'n JiJ,•··7,. TI! i,i,···i,. i, 

(1) 

darstellbar ist. Es gilt nun folgendes 
Lemma. Es sei Xi E Sl', i = 1, 2, X1~ X 2 , u11d zwar sei et,ea 

X
1 

E Sl';,;, ... ; ;,, also darstellbar -in der Form 
n, 

Dann existiert ezn -n2 > n1 derart, da{J X 2 E Sr;,; ... ; ; gilt. 
1 n1 • 

1¥enn 

(i,) . (i,) (in2) (2) 

X2 = V A;, A; ... A; B1· 1·,···1· 2 n, 1 n, 
(<i,, i,, ... , in,) ct (i., i., ... , i "•) 

die Darstellung von X2 in Sl\,;, ... ;
112 

;, ist, so gilt: 

Beweis des Lemmas: Sicher gehort X2 einem Karper Sl'111, ... 1ni• an 
uncl hat clcshalb eine Darstellung cler Form: 

X2 = V A)~·•> A);•> . .. Atn> B;.,;., ... ;.,. mit B;,,;., ... ;.nE hl;,• 
(J.., ).,. ... , ).n) £ f (11, 1,, . . . ,In) 

Es sei {ii, i
2

, •.• , i
1
J V {t1, t2, ••• , t,.}~ {i1, i 2, .. • '. in.}, dann ist offenbar 

1
, > 1, und X E 'r· . • ,·. X 2 kann deshalb m der Form 
"2 = "1 2 Jl11t1••• 1·n 1 u 

<i,> <i,> 1 (in,) B* . B * E Sf 
X - V A,· A; ' . ' I: ; 1· ,· ·••]· m1t ,·,i,···in i, 2 - • . 1 '1 n 1 ' 1 I nl t 

(i., i,, ... , i111) £ f (i., '" · · · • 1n,) 

dargestellt ,verden. 

D A
<i,> A<i,> ..• A(in,) B~. . ( X gilt und da der Durchschnitt 

a ;, ;, 'n, Ji,,• .. 1n, - 1 

(

• (.) (
0 

) ().,) () •• ) (?-n) f cl · t 
A _1,> A .1• ••• A _7n, zu dcm Durchschnitt A;, A;J • · · A,.

11 

1 rem 1s 
t1 ts 'ln 1 

1 
1 
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fiir (f1, f2, • . . , f,,.) =I= (},1, ),2 , • •• , .?.11 .), so haben wir 

A ~j,) A ~i,) ... A (in,) B ~. . ( A ~i,) A ~i,) ... A (in,) B~1~ . 
it t-1 1n,. 1112···111 ,. - 11 ts tn 1 JJ1,.•••Jn

1 

Setzen wir also 

so ist 

also 

und B1<.
1
1i ... 1· ~ B1<

2
11 ... 1· , was zu beweisen war. 

1 l f1t 1 2 nz 

Fortsetzung des Beweises von Satz 5. Nach Satz 1 existiert eine 
Quasi-W. µ auf Sr, die eine multiplikative Erweiterung von µ;, i E /, 
auf Sf ist. vVir brauchen deshalb nur zu zeigen, dal3 µ auf Sr mengen­
theoretisch a-additiv ist. Dies ist aber gleichwertig mit folgendem: 

Aus X.~Xv+v X.ESl und µ(X.)>o>O, v=l,2, . . . , folgt: 

00 

(~ (E)) ('\ Xv =I= 0. 
v=l 

Es sci nach (1) und dem Lemma jedcs Xk folgcndermal3en dargestellt: 

X - V A '.ii) A '.i,) • . • A (ink) B~k)_ . 
k - 11 11 tnk 11 11 •. 0 1n1,: ' 

(i,, f,, ... , j,.k) €/ (i,, i,, . . . , ink) 

wobei 

B\k>_ · E st • n < 11 . und B\k)_ • :::i B\k t 1> • ,~ = 1 2, ... 
'J1'J1 ° 00 1r11,,.. 'lo' k= k -r l 1111 • ••1nk --= 11J, .•. 'Jri1,: + 1' ' 

Dann folgt aus der Definition von fl im Satz 1, dal3 

fl (X k) = ,.J: fl (A '.i,) A '.i,) • • • A (ind) I(• ( B_(k)_ • ) (2) 
(
.. . /(". . ) '• ls lnk f'lo 1i1,,,.1nk Ji, 71, . .. , 111k) € ti, t,, ... , ink . 

ist. Wir haben aber offenbar 

~ (A ~i,) A ~i,) • • • A (ink)) = l. 
( . . . - 1 . . . ) µ 11 11 tn1,,: 
h,1,, ... ,1nk)€ ('1ot,, ... ,lnk . 

(B) 

Da µ (Xk) > o > 0 ist, so folgt aus (2) und (3) und aus der folgenden 
Eigenschaft, die beliebigc nicht negative Zahlen IX; > 0 und /3; > 0 er­
fi.illen: 

n n 
(A) Wenn y = . .I IX; /3; und . .I IX; = 1 gilt, dann existiert stets 

1=1 1=1 

ein Index f0 derart, dal3 y < f3J. und o:i. =I= 0 gilt 1, daO ein (f1, f2 , • •• , in)~ 
1 Der Beweis dieser Eigenschaft ist leicht . 
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f (i1, i2, • • ., i,,J mit µ (A~'.,) A~;•>··· AV"1)) = LI (A~j,)),1. (A~j,))· .. 'l (A(ink)") 
(k) nk , 1 I i 2 ;- ink 

> 0 und µi
0 

( BM,···inJ > O fur jedes fl = 1, 2, ... existiert. Daraus 

aber folgt: 
Fur jedes fl = 1, 2, ... existiert ein (j1 f,, . . f ) E / (ii i i ) mit , _, ., rlk , 2, .. ,. nk 

µ (A~ie)) > 0, e = 1, 2, ... , nk• und ft· (B~k! • ) > -" (4) 
Q '• h1:·••Jnk = u. 

Bestimmt man nun (f1, f2 , ... , f11,,J, so dal3 (4) fur k = v + 1 gilt, so gilt 

offenbar fiir k = 11 und (i1 •... , f11 ,) auch (4). Durch Induktion kann 

deshalb eine Folge 
f1, f2, · · · 

derart bestimmt werden, dal3 fur jedes f? = 1, 2, ... dcr Abschnitt 
(i

1
, f

2
, ..• , f

11
) so beschaffen ist, dal3 (-l) gilt. 

Es sei nun 
B = B},1}, ••. ; B}1---i · · ·, dann ist BE Sf. und gilt 

~ ~ '• 
µ(B) = µ;,(B) = Jim µ;, (Bt}, ... j,,) 2 o letzteres, wegen der a-Additi-

k->oo k 

vitat der Quasi-W. µ; aufSri· Da aul3erdemAHE Sf. mit µ(A~i•)) = o o Iv 1,, 1v 

µi, f i,. > ur Je es 11 = , ~, ... un 1e Sl';, 1EI, fast-a-unabhang1g ( 1<1•·l) - o r·· · a 1 9 a a· · · ·· · 
00 • 

bezuglich µ;, i E I,vorausgesetzt sind, so ist B (\ (\ Af•> =I= 0. Daraus 
V 

•·=1 

aber folgt 
00 00 () 
(\ X, ~ B (\ (\ A;:• =I= 0, was zu beweisen war. 

a> = l v = l 
Mit Hilfe des Satzes 5 kann man nun folgenden Satz beweisen: 

Satz 6. Es sei (E, St, 11) ein W-Raum, wobei SI' ein a-Karper (alsoµ 
ein mengentheoretisch a-additives J.1faf] au/ fTJ ist. Es seien ferner A;, 
iEI, Teil111e11gen van E, derart, da/3 gilt: Fiir fedes XE Sf mit f.t(X) > 0 
mzd jede beliebige abzii/zlbare Teilme11ge {ii, i2, •.• } ~ I ist 

00 
Y (\ (\ B- =I= 0 wobei B,· = A; oder Ac,, ist . 

..(\. ti' 1 J' V J' 

,~ 1 
Es sei femcr fcder Nlengc A; cine recllc Zalzl <p(A;) mit O < <p(A;) < 1, 

i EI, wgeorduct. Dann existicrt cin W-Raum (E, 9Jc, v), wobci 9Jc der 
kleinste a-Karper, der Sf als U11terkorper mzd alle Ai, i EI, als Elementc 
c

11
thiilt, mid v e£ne Q11asi-W. (also ein mengcntlzeoretisch a-additivesMa/3) 

au/ file ist, die eiuc Erweitcmng van µ au/ file darstellt und folgc11de Eigcn-

schaf ten hat: , ' 
1. v (A,.) = <p (A,) fiir fedes i EI. 
2 v(A -A · ···A,· X)=v(A;)v(A;.)···v(Ai)v(X)= 

• t1 'ls n 1 
.. v 

= ip(Ai,) ip(A;,) · · · <p(Ai) ft(X) 
fiir fede endliclze Teilmenge {i1 , i2, ... , in}~ I und fedes XE St. 
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Beweis. Man betrachtc die Karper Sl'; = {0, A;, A1, E} und setze 
µ;(A;) =cp(A;), µi(AD = l-cp(A;), µ;(O) = 0, µ;(E) = 1, iEJ. 

Dann sind die Karper Sf, Sf;, i E J, a-fastunabhangig und erfiillen die Vor­
aussetzungen des Satzes 5. Man braucht also nur nach Satz 5 eine Quasi­
W. v auf dem kleinsten Karper 9Jc0, der Sr als Unterkarper und jedes A;, 
iEJ, als Element enthalt, zu bestimmen und dann diese Quasi-W. v 

auf den kleinsten a-Karper 9R iiber 9R0 a-additiv zu erweitern. 

17. Nicht separable (nicht empirische) invariante 
Erweiterungen des linearen Lebesgueschen W-Raumes 

17.1. Es sei (E, Sr,µ) ein a-\;V-Raum (vgl. Nr. 10.1). Ein a-W-Raum 
(E', Si',µ') hei8t cine a-Erweitcrung des a-W-Raumes (E, Si',µ), wenn 
gilt: 1. E = E', 2. cler a-Karper St ist ein Unterkarper des a-Karpers Si' 
uncl 3. µ' (X) = fl (X) fur jedes XE .\l'. 

Jedem a-W-Raum (E, Sr,µ) entspricht ein a-W-Feld ({Y, w) mit 
lJ = fl./SJc, wobei 9l <las a-Ideal der µ-Nullmengen und w(A/SJc) = µ(A) 
fur jedes A/SJc E ij . Man bezeiclmet als Charakter des a-W-Raumes 
(E, st,µ) den Charakter ct" des ihm zugeordneten a-W-Feldes (ij, w) 
(vgl. Def. Nr. 10.7). Eine a-Erweiterung eines a-W-Raumes (E, st,µ) ent­
steht z. B., ,venn man zu st alle Teilmengen von µ-Nullmengen adjungiert; 
die so entstehende a-Erweiterung (E, L Sr,µ) (vgl. Nr. 10.1) hat offenbar 
dcnselben Charakter wie (E, Sr, fl). \Vir bezeichnen cine a-Erweiterung 
als cine echte a-Erweiterung, wenn der Charakter der a-Erweiterung 
(E', .W, 1t') gra8cr als der Charakter des a-W-Raumes (E, ,\l', µ) ist. Der 
lineare Lebesguesche \;!,' -Raum (E, £, l) (vgl. Nr. 10.4) ist vom Charakter 
~ 0 • also empirisch (l-separabel) . Es entsteht nun die Frage, ob es echte 
a-Erweiterungen von (E, £, l), also a-Erweiterungcn mit einem gra8eren 
Charakter als ~0, gibt. S. KAKUTANI und J.C. OxTOBY [l] haben bewiesen, 

da8 es cine cchte a-Erweiterung (E, L, l) von (E, £, l) mit elem Charakter 2c 
gibt, wobei c die Machtigkcit des Kontinuums ist. Eine a-Erweiterung von 
(E, £, l) mit gro8erem als 2c Charakter gibt es offenbar nicht, denn die 
Machtigkeit von ~ (E), d. h. des Systems aller Teilmengen der Grund­
menge E = {x: 0 < x < 1} ist gleich 2r. Die Kakutani-Oxtobysche 

a-Erwciterung (E, 2, l) ist deshalb auch interessant, weil sie invariant im 
folgenden Sinne ist: Jedc £-l-invariantc Transformation von E auf 
sich ist auch £-!-invariant 1. 

1 Ist (E, Si', ft) ein \V-Raum, so heil3t cine eineindeutige Transformation 
(Abbildung) T vori E auf sich S\'-Jt-invariant, wenn gilt: Aus X E St' folgt, 
clal3 die Biklmenge T (X) E Si', wie auch T- 1 (X) E Sl' und /t ( T (X)) = 
11 (T- 1(X)) = µ (X) ist; hierbei bedeutet T- 1 die zu T inverse Abbildung. 
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17.2. Ilemerkung. Ein a-\V-Raum (E, Si',µ), <lessen Grundmenge 
<las In tervall E = { x: 0 < x < 1} und <lessen Charakter gleich 2c ist, 
existiert auf Grund des Satzcs 1 und Bemerkung 2 von Nr. 15.3 stets. 
Da namlich die Machtigkeit von E gleich c ist, so existieren Teilmengen 
X;, i EI, von E, wobei die l\fachtigkeit von I gleich 2c ist, die mengen­
theoretisch a-unabhangig sind. l\Ian betrachte nun die Korper 51'; = 
{0, { ;, X1, E} und definiere Wahrscheinlichkeiten: µ; (X;) = µ; (X~) 

= 2 , µi (0) = 0, fl; (E) = 1, i EI. Dann sind die Korper 5li, i EI, 

111-a-unabhangig und die \Vahrscheinlichkeiten fl; trivialweise, mengen­
theoretisch a-additiv. Nach dem Satz von BANACH Nr. 16.4 existiert 
dann eine multiplikative a-Erweiterung fl von µ,., i EI, auf den kleinsten 
Korper S1

0 
von Teilmengen der Grundmenge E, der alle Sl;, als Un­

terkorper enthalt. (E, ~1'0 , µ) ist dann ein W-Raum. Bedeutet dann 
(E, B Sf

0
, µ) bzw. (E, L 5r0 , fl) die Borelsche bzw. Lebesguesche a-Er­

weiterung von (E, 51'0 , µ), so sind die a-W-Raume (E, B Sf0 , µ) und 
(E, L Sf

0
, µ) offenbar vom Charakter 2c. 

17.3. vVir beweisen nun folgenden Satz von KAKUTANI-OXTOBY: 

Satz 1. Es existiert cine a-Erweiterung (E, B, l) des h11earen Lebes­
guesclzen W-Ramnes (E, £, l) mit folgenden Eigensclzaften: 

1. Der Clzarakter van (E, .2, l) ist gleich 2c. 

2. J ede £-l-i11varia11te Transformation van E a11f sich ist auclz crne 

£-l-invariante Transformation. 
Beweis. Die Konstruktion der Erweiterung (E, B, !) erfolgt nach 

KAKUTANI-OXTOBY in drei Schritten: 
I. Schritt. Es sci \l3 die Gesamtheit aller Teilmengen (mel3bar oder 

nicht mel3bar) von E mit einer Machtigkeit kleiner als c. Dann ist 
00 

\l3 ein a-Ideal, denn aus P, E \l3 folgt, da/3 die l\fachtigkeit von V P,. 
•·= 1 

kleiner als c~' ....:... c ist. Es ist nicht bekannt, ob \l3 ~ ilc ist, wobei ilc 
<las a-Ideal der Lebesgueschen Nullmengen bedeutet, die Teilmengen 
von E sind. Setzt man die Kontinuums-Hypothese als wahr voraus, 
so ist jedes p E \l3 eine abzahlbare Menge und als solche gchort sie zu SJc, 
cl. h. es gilt dann \l3 ~ S]c. Wir setzen im folgenden die Kontinuums­
Hypothese nicht voraus. Wir bezeich~en mit £' die Gesamt_he~t all~r 
Teilmengen X' von E, die folgende Bedmgung erfiillcn: ,,es ex1stiert em 
XE£ mit X' +XE \l3". Man zeigt leicht, da/3 £' ein a-Korper von 
Teilmengen der Grundmengc E bildet und falls wir: l' (X') = l (X) fi.ir 
jcdes X' E £' mit X' +XE \l3, XE£ definieren, so ist l' eine eindeutige 
auf £' definierte mengentheoretisch er-additive Funktion. (E, £', l') ist 
deshalb ein cr-W-Raum, und zwar eine cr-Erweiterung von (E, £, l). Der 
Charakter von (E, £', l') ist jedoch gleich dem Charakter von (E, £, l). 
Der W-Raum (E, £', l') ist wie auch der W-Raum (E, £, l) komplett, 
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d. h. wenn \Jc' <las Ideal der l'-Nullmengen bedeutet, so folgt aus X'~ 
N' E \Jc', da13 auch X' E IJc' ist. Wir zeigen nun 

Lemma 1. J ede fi!,-l-invariante Transformation van E me/ sich ist 
eine £' -l' -invariante Transformation. 

Beweis. Es sei T eine B-l-invariante Transformation von E au£ sich, 
dann folgt aus der Eineindeutigkeit der Abbildung: 

Wenn PE l,l3 ist, so ist T (P) E l,l3 und T-1 (P) E l,l3. Daraus folgt dann: 
\Venn X' E £', so auch T_(X') E £', T-1 {X') E £ und l'(T(X')) = 

l ('T-1 (X')) = l' (X'). Damit ist Lemma 1 bewiesen. 
Wir bezeichnen zwci B' -l' -invariante Transformationen T und T* 

von E auf sich als aquivalent in Zeichen T ~ T*, wenn gilt: 
l'({x: T(x) =!= T* (x)}) = 0. Es gilt dann: 

Lemma 2. Es existiert eillc woltlgeordJlete transfinite Falge van 'i.!,'-l' -
invarianten Trans/ormationen van Eau/ sich: T", 0 :S:: ex. <w" (wobei We 

die erste Ordnungszalil bedeutet, die der K.ardinalzaltl c cntspricht), die die 
/olgendc Eigensclza/t bcsitzt: Zu jedcr beliebigen £' -l' -invarianten Transfor­
mation T van E au/ sich cxistiert ein l\'. < we mit T ~ T "" 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, da13 die l\fachtigkeit der :Menge aller 
Aquivalenzklassen von 'i.!,'-l'-invarianten Transformationen von E auf 
sich nicht gro13er als c ist. Der Charaktcr von (E, 'i.!,', l') ist gleich ~o­
Es existiert deshalb cine abzahlbarc Tcilmenge 9(' von £', die l' -dicht 
in £' liegt, d. h. zu jedem X' E £' und beliebigen e > 0 existiert ein 
A' E 9!' mit l'(X' + A') < e. Jeder B'-l'-invarianten Transformation 
T von E auf sich entspricht dann eine Abbildung: 9('3A'->-A'/1Jc' 
von 9!' in £' /\Jc'. Ist T ~ T', so entspricht offensichtlich den beiden 
Transformationen Tund T' dieselbe Abbildung von 9(' in £' /\Jc'. Ist da­
gegen T nicht aquivalent zu T', so cxistiert ein X' E £' mit l' (X') > 0 
und T (X') fremd zu T' (X'); als X' kann sogar eine Menge von cler Form 
{ x: 0 < T (x) < y < T' (x) < 1} genommen werden, wobei y eine ge-
2ignete gewahlte rationale Zahl ist. Wir wahlen dann ein A' E 9(' clerart, 
clal3 l' (X' t A') < l' (X') gilt. Da 

T(X') t T' (X') ~ (T(X') t T(A')) V (T(A') t T' (A')) V 

(T' (A') t T' (X')) 
gilt, so habcn wir 

2 l' (X') < 2 l' (X') + l' (T(A') t T' (A')), 

cl.h. l(T(A') t T'(A')) >0, also T(A') t T'(A') =!=0, d.h. T'(A) =!= 
T' (A'). T und T' bestimmen deshalb nicht dieselbe Abbildung von 
9!' in B' /\Jc'. Damit wurde gezeigt: zwei 2' -l'-invariante Transformationen 
von E au£ sich sind dann und nur clann i.iquivalent, wenn sie dieselbc 
Abbildung von m:' in B' /IJY bestimmen. Die Menge aller Abbildun­
gen von 9(' in £' /IJY ist abcr von der l\fachtigkeit cN• = c und deshalb 



VI.17. Nicht separable invariante Erweiterungen des W-Raumes 95 

ist auch die nfachtigkeit der Menge der Aquivalenzklassen von alien 
£' -l' -invarianten Transformationen nicht gr613er als c. Damit ist Lemma 
2 bewiesen. 

Lemma 3. Es existiert eine wolzlgeordnete transfinite Folae B b :\ ' 

0 < lX <We, von Borelschen Tcil111e11gen B ,, von E, die /olge11de Eige11sclza/-
fen besitzt: 

I. Fiir jedes lX mit O < C\: < We ist die 1lfiicl1tiglwit von B"' gle£ch c. 

II. Fiir jedcs X' E £' mil l' (X') > 0 1111d /iir jede Ordinalzalil f3 mil 
0 ::=;; {3 < We cxi sticrt cine Ordi11alzalil C\: mil {3 < C\: < We derart, da/J 

X'~ B .. gilt. 
Bcwcis . Es sei \8 das System aller Borelsclwn Teilmengen B der 

Grundmenge E mit der Machtigkeit von B gleich c. Dann ist offcnsicht­
lich die Machtigkeit von \B auch gleich c. Wir konnen die Menge \B 
wohlordnen, also als eine wohlgeordnete transfinite Folge B.,: O < lX < We 

von Orclnungstypus We schreiben. Es genugt zu zeigen: Fur jedes 
X' E £' mit !' (X') > 0 ist die Machtigkeit der Tcilmenge von \B, die aus 
alien BE \8 mit B<;, X' besteht, gleich c. Jeclem X' E \B' mit l' (X') > 0 
entspricht aber stets ein XE£ derart, dal3 die Machtigkeit von X + X' 
kleiner als c ist und l (X) = l' (X') > 0 gilt. Es geni.igt deshalb zu zeigen: 
Fiir jcdes XE B mit l (X) > 0 existiert eine Familie von paarweise fremden 
B; E \B mit B;<;, X, i EI, und der Machtigkcit von I gleich c. Dies 
aber folgt lcicht aus den folgenden bekannten Eigenschaften: 1. Jedes 
XE£ mit l (X) > 0 enthalt einc Cantorschc Tcilmenge C (d. h. cine nicht 
Iccre total-diskontinuierliche perfckte Menge). 2. Jecle Cantorsche 
Menge C ist homeomorph zum cartesischcn Produkt C x C und deshalb 
3. jede Cantorschc Menge enthalt ein System von paarweisc fremden 
Cantorschen Tcilmengen, dessen Machtigkeit c ist. 

II. Schritt. Fiir jede Tcilmenge Avon E bedeute l'*(A) bzw. z:(A) 
<las au13ere bzw. innerc Mal3 von A bezuglich l', 

cl. h. l'* (A) = inf l' (X') 
X'2A,X'c£' 

bzw. l' (A) = sup l' (X'). 
* X'~A,X'cl.!' 

Es gilt dann bekanntlich z: (A) < l' *(A), und zwar 1: (A) = l'* (A) = l' (A) 
dann und nur dann, wenn A E £' ist. Um Lemma 4 zu formulieren, 
fi.ihren wir aul3erdem folgenden Begriff ein, der von HALMOS und VON 

NEUMANN [1] stammt. Eine Teilmenge X von E (die nicht notwendig 
l' -me13bar zu sein braucht) hei13t £' -l' -absolutinvariant, wenn T (X) + 
XE £' und l' (T (X) + X) = 0 fur jede £' -l'-invariante Transformation 
T von E auf sich gilt. Aus der Komplettheit (Vollsta.ndigkeit) von l' 
folgt dann Ieicht, daB das System aller £' -l' -absolutinvarianten Teil­
mengen von E einen a-Karper bildet. Wir bemerken ferner, daB eine 
Tcilmenge X von E sicher dann £'-l'-absolutinvariant ist, wenn 
l' ( T"' (A) + A) = 0 ist fiir jede Transformation T"' des Lemmas 2. Dies. 
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folgt aus Lemma 2 und der Tatsache: \Venn T ~ T" ist und N = 
{x: T(x) =!= T"(x)} gesetzt wird, dann ist 

T(X) t X = (T(X) t T"(X)) t (Ta(X) t X) 

~ T(N) V T"(N) V (T"(X) t X). 
\Vir zeigen nun 

Lemma 4. Es existiert eine Familie van Teilme11gen X,, der Gruud-
menge E mit o ELI, die falgende Eigensclzaften besitzt: 

1. Die M aclztiglleit van LI ist c. 
2. Die X 6 sind paarweise fremd. 
3. Es gilt l'* (X 6) = 1 fiir fed es o ELI. 
4. Die Menge X 11 , = V X 6 ist £'-l'-absalutinvariant, fiir fede Te£l-

6£LI' 

menge LI' van LI. 
Beweis. Es sci T" bzw. Ba, 0 < ix < We, die in Lemma 2 bzw. 3 defi­

nierte transfinite Folge. Es bedeute fiir jedes xE E und fiir jede Ordinalzahl 
a mit O < ix < we, C" (x) die kleinste Teilmenge von E, die x als Element 
hat und bei jeder Transformation Tp mit O < f3 < ix invariant bleibt. 
Es gilt offenbar: Machtigkeit von C"(x) < Max {(Machtigkeit der Ab­
schnittes der Ordinalzahlen von O bis ix) und ~0} < c, d. h. C" (x) E 9l'. 
Wir zeigen nun: Es existiert cine· transfinite Doppelfolge Xp, 0 < {3 < ix, 

0 ::;: IX < We mit folgenden Eigenschaften : 

1X) Xp E B" fiir O < {3 < lX < We, 

/3) Die Mengen C" (xµ), 0 < f3 < ex < We, sind paarweise fremd. 

Wir ordnen die Menge der Paare (IX, /3) lexikographisch, d. h. wir 
schreiben (y, o) < (ex, {3) dann und nur dann, wenn y < ex oder wenn 
11 = lX und c5 < f3 ist. Damit ist die Menge aller Paare (IX, {3), 0 < /3 SIX 
< We, wohlgeordnet vom Typus We· vVir konstruieren nun die Folge 
Xp, 0 < /3 < lX < We, <lurch transfinite Induktion wie folgt: 

Es sei xg belie big mit xg E B0 gewahlt. Ist nun x~ bereits fiir alle Paare 
(y, c5) < (iX, {3) mit O < c5 < y definiert, wobei O < {3 < ex < We, so 
betrachten wir die Teilmenge D" von E: 

D"= n ~(x~. 
(y, d) < (a,fi) mlt 0:5 6:a; y 

Dann ist die Machtigkeit von D°' s J<X J2 • Max (i<X I, ~0) = Max (llX I, ~0) 

< c, wobei Jex I die Miichtigkeit des Abschnittes der Ordinalzahlen von 0 
bis lX bedeutet. Da nun die Miichtigkeit von B" gleich c ist, so ist 
B°' - D°' =I= 0. Wir wahlen deshalb einen beliebigen Punkt in B°' - Da 
und definieren ihn als xp, Damit ist die Doppelfolge x13 und die Folge der 
Mengen C" (xp), 0:::;;; {3 < IX < we, definiert und es ist C" (xp) fremd zu 
jedem Cy(x~) mit (y, o) < (<X, {3) und O < c5 < y; also sind die Mengen 
C_,(xp), 0 < {3 < lX < we, paarweise fremd. 
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Es sei nun LI= {c5: 0 < c5 < we}, dann ist die Machtigkeit von LI 
gleich c. \Vir definieren: 

X"= V C,,(x~) fiir jedes c5ELI (1) 
d;5y<wc 

und zeigen, dal3 die so definierte Falge die Eigenschaften 1., 2., 3. und 4. 
des Lemmas besitzt. Die Eigenschaft 1 ist, wie bereits bemerkt warden, 
erfiillt. Die Eigenschaft 2 folgt unmittelbar aus der Definition der X", 
c5E L1. Die Eigenschaft 3folgt aus derTatsache, da!3 X 6 f\ B" + 0 fiir jedes c5 
mit c5 < £X < we gilt und deshalb wegen Lemma 3 X 6 (\ X' + 0 fiir jede 
Menge X' E £' mit l' (X') > 0 und jede c5 E L1 gel ten soil. Wir zeigen nun 
die Eigenschaft 4. Es geniigt offenbar zu zeigen, dal3 die l\fachtigkeit der 
Menge T" (X.1,) + X,1, kleiner als c fiir jede Ordinalzahl a mit O <a< We 

und jede Teilmenge .d' von L1 ist. 
Wir habcn 

Hierbei sind die C,, (x~) wegen /3) und Eigenschaft 2 paarweise fremd. 
AulJcrclem ist jedes C,,(x~) mit y ~ £X invariant bei der Transformation 
"'T". Es gilt deshalb 

Ta(XL!') + X,1,~ V V (Ta(Cy(x~)) + C,,(x~)). 
<lc.1',0:a;;d<a; <1;;:;y<a • 

Da aber die l\fa.chtigkeit von C,,(x~) < Max (jy j, ~0) ::=;: Max (j£X j, ~0) 

fiir jede (y, c5) mit O < c5 < y und O < y < ix ist, so ist die 
l\fa.chtigkeit von (Ta(X,1,) + X,1,) < j£X j2 • Max (j£X j, ~0) = Max (j£X j, ~o) 
< c. Damit ist auch Eigenschaft 4 bewiesen. 

Lemma 5. (Satz von TARSKI-HAUSDORFF) 1 . Es sei LI eine beliebige 
Menge mit der Jllliiclztiglwit c. Dann existiert eine F amilie von 
T cilmengen LI,, der 111 cnge L1 mit y E I', die /olgende E igenscha/ten besitzt: 

I. Die 111 iiclztigf.:eit von I' ist 2c. 
II. Die M e11gen Ll,,, y EI', sind M-a-ttnabliiingig. 

Beweis. Es sei A = { x: 0 < x < ! } , B = { x: ! < x < 1}, 

C = {x: O < x < l}. Es sei ferner I'= l_ls(A), d. h. die Gesamtheit aller 
Teilmengen der Menge A; dann ist die Machtigkeit von I' gleich 2c. 
\Vir setzen fiir jedes y E I': 

/(y)={x+ ! :xEr},<p(y)=yV(B-/(y)). 

Es ist dann /(y)~B, <p(y)~C, und wenn y1,y2 EI'mit y1 =j=y2, dann 
gilt: <p (y1) - <p (y2) ~ (Y1 - r2) V / (y2 -y1) =j= 0. Es bezeichne F die 
Gesamtheit aller abzahlbaren Teilmengen cler Menge C und L1 die Ge­
samtheit aller abzahlbaren Teilmengen der Menge F. Dann sind die 
Mengen C, F und L1 von derselben Machtigkeit c. Wir definieren F y 

1 TARSKI [3]; HAUSDORFF [1]. 

.Erg-elm. d. l\latbem. N. F. 11. 2-1, Kappos 7 
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als die Gesamtheit aller abzahlbaren Teilmengen der Menge <p (y) und .a.,. 
als die Gesamtheit aller abzahlbaren Teilmengen der Menge F - F.,. 
fiirjedesyEI'. Dann istF,,~FundLly~Ll,yEI'. Esseinun{y1,y2, ... } 

eine abzahlbare Teilmenge von I'. Es bedeute e, die Zahl O oder 1 fiir 
jedes v = 1, 2, . . . uncl (-1)0 LI,,= LI,,, (-1) 1 LI;,= LI - LI,,= LI~, y EI'. 
Wir wahlen ein Yo EI' mit Yo =!= Yv fiir jecles l' = 1, 2, ... und setzen 
t:0 = 1 - t:1. Es bezeichne I die l\lenge aller nicht negativen ganzen 
Zaltlen i, fiir welche e; = 1 ist uncl J die Menge aller nicht negativen 
ganzen Zaltlen, fur welche e; = 0 ist. Dann sind I und J fremde Mengen 
und beidc nicht leer 1 und cs gilt J V J = {O, 1, 2, .. .}. Fiir i E J uncl 
iE J gilt stets i =I= f uncl cleshalb auchy; =I= y1, also q,(yi) -<p(y;) =I= 0. 
Wir wahlen ein Element xi,i E <p (y;) - <p (y;) und betrachten die Mengen 

Ci= {xi,i: f E J} uncl o = {C;: i EI}. 
Dann ist C; E Fund c5 ELI und es gelten fiir jedes i E J und jedes j E J : 
C;~<p(y;), C;EFY;' o g;F-F;,,, c5ELI -LI,,,, OE (-l)'1LIY; und auBer­
dem: 
xi ,i~<p(y;), Ci g;cp(y;), CiEF-F;,1, o~F-F;,1, c5ELI;,,, OE (-1)'1Ll;,

1
• 

00 00 

Daraus folgt, clal3 o E (\ (-1)'• LI;,,, cl. h. (\ (-1)"• LI;,,=!= 0, cl. h. 
v = O v = l 

die Mengen LI,,, y EI', sind M-a-unabhangig. Da die l\fachtigkeit von .d 
gleich c ist und die l\fachtigkeit von I' gleich 2c, so ist clas Lemma be­
wiesen. 

Wir zeigen nun 
Lemma 6. Es existiert cine Familie von Teilmengen Ay, y EI', dcr 

Menge E mit folgenden Eigensclzaften: 
1. Die M ii.clztiglleit von I' ist 2c. 
2. Fiir jede beliebige endliclze Teilmenge {Yv y2, ••• , Yn}~ I' 1md jedc 

n 
Walz! von t:,=0 oder 1, v=l, 2, ... , n,istderDurchsclmitt (\ (-1)'•· A;·. 

•=1 ' 
~' -l' -absolutinvariant. 

3. Fiir jede beliebige abziilzlbare Teilmenge {Yv y2, • •• ,}~ I' mzd jede 
00 

Wahl von t:, = 0 oder 1, v = 1, 2, ... , hat der Durchsclmitt (\ (-1)'•· A;-.. 
v=l 

das ii.11/Jere M af] 1. 
00 

Bemerkung. Aus 3 folgt, clal3 (\ (-1)"• A,,,=!= 0 ist, cl . h. dal3 die 
v = l 

Mengen Ay, y EI', M-a-unabhangig sind. 
Beweis. X 6 mit ,) E ii seim die Teilmcngen der Menge E des Lem­

mas 4. Ferner seien LI,,, y E 1', die Teilmengen der Menge LI des Lem­
mas 5. \Vir setzen: 

A,,= X.1 = (\ X 6 fiir yEI'. (2) 
y IJ £ .1, 

1 \\'egen i:1 = 1 - i:0 • 
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Dann hat die Familie der Ay, y E I', die drei Eigenschaften des 
Lemmas G. In der Tat: Die Eigenschaft 1 folgt sofort aus der Eig. I des 
Lemmas 5. Eigenschaft 2 folgt aus der Definition (2) der Familie Ay, 
y EI', aus Eigenschaft 4 des Lemmas 4 Ulld der Tatsache, daB die 
£'-l'-absolutillvarialltell Teilmellgell VOil E eillen Korper bilden. Es bleibt 
Eigenschaft 3 zu beweisen. Zuerst bemerken wir, daB aus der Eigen­
schaft 2 des Lemmas 4 folgencles folgt: 

E-Xs~ X,1 -X,1, = X,1-,1• fiir jecle Teilmenge LI' von LI. 

Wir habell cleshalb 

(-1)' Ay~ x((-1)' Lly) fiir jedes y Er und C = 0 oder 1, 

also 
00 00 

(\ (-1}°'' A 1, -:.2 (\ X( 'v ) = X oo -:.2 .X6 , 
V - (- 1) ,J £ - 0 

V = 1 V = l i'v I\ (- 1) V ,J i'v 
V = 1 

00 

wobei c5
0 

irgendein Element aus der Menge r\ (- l)'v Lli'v ist, die nach 
v=l 

Eigenschaft II des Lemmas 5 llicht leer ist. Da aber X 60 wegen Eigen-
schaft 3 des Lemmas 4 clas auBerc MaB 1 hat, so ist auch das auBere 

00 

:MaB des Durchsclmittes (\ (-l)'v Ai'v gleich l. Damit ist Lemma G 
v=l 

bewiesen. 
III. Schritt. Es seiell Ay, y EI', die Teilmellgell von E mit den 

EigellsChaftell 1, 2 Ulld 3 des Lemmas G. \.Vir betrachtell die Korper 
Si';,= {0, Ay, Ai, E}, y EI'. Wir defillieren cine Quasi-W. auf jedem 

1 
,\l'y, wic folgt: µy(Ay) = µy(A~) = 2 , /ty(O) = 0, µy(E) = 1, yEI', uncl 

setzell Sl'y. = £', µy
0 
= l', hierbei ist £' bzw. l' der a-Korper bzw. die 

mellgentheoretisch a-additive Quasi-\.V. des a-W-Raumes (E, £', l'), den 
wir beim ersten Schritt aus (E, £, l) kollstruiert haben. \Vir beweisen 

nun das 
Lemma 7. Die Karper St\,, y E (I' V {y0}) =I'*, sind a-fastunablzangig 

bcziiglich µ.,,, y E I'*. 
Bcwcis. Es gentigt off en bar zu zeigen: Fur jede beliebige abzahlbare 

Teilmenge {y
1

, y
2

, ••• } ~ I', jecle Wahl VOil s. = 0 oder 1 uncl beliebiges 
00 

A.,,.E Sr.,,.=£' mit µ1'
0
(A,,

0
) = l'(A,,,) =l= 0 gilt (\ (-l)'v A,,v =l= 0, 

v=O 
00 

wobei s
0 

= 0 gesctzt ist. Wir habell (\ (-1)'• Ai'v = A,,0 (\ D, 
v=O 

00 

wobei D = (\ (-l)'v Al'v gesctzt ist. Nach Lemma 6 ist l'* (D) = 1, 
v=l 

also D =j= 0. Es gentigt deshalb zu zeigen: A,,,(\ D =j= 0. Allgenommen 
A,,,(\ D = 0, dann folgte A~,;;? D. Da aber µ.,,0 (A,,,) =j= 0, also µ.,,0 ~A~.) < 1 
ist, so ware l'* (D) < 1 (Wiclerspruch !). Lemma 7 ist also bew1esen. 

7* 
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Beweis des Satzes 1. Die Korper Sf,,, y EI'*, von Teilmcngen der Grund­
menge E erfiillen alle Voraussetzungen des Satzes 5 (von lVIARCZEWSKI) 
von Nr. 16.4. 1st deshalb Sr der kleinste Korper, der alle Korper st;,, 
y EI'*, als Unterkorper enthiilt, d. h. der kleinste Korper, der alle 
Teihnengen A,,, y EI', von Lemma 6 und den Korper £' als einen Unter­
korper enthalt, so existiert eine multiplikative a-Erweiterung µ von alien 
µ,,, y EI'*, auf Sr. (E, Sr,µ) ist dann ein W-Raum. Da die Quasi-W. µ 
rnengentheoretisch a-additiv auf Sr ist, so liiBt sie sich eindeutig auf den 
kleinsten a-Korper B Sr iiber St derart erweitern, daB sie mengentheore-

- -
tisch a-additiv bleibt. Setzt man B Sl' = .2, und bezeichnet man mit l die 

- -
Enveiterung von µ auf £, so ist (E, .2, l) eine a-Erweiterung des \V-
Raumes (E, £', l') und deshalb auch des linearen Lebesgueschen \V-Rau-

rnes (E, £, l). Der Charakter von (E, £, l) ist-offenbar 2c, denn jedes A,, 

liegt in £, es gilt l(A,,) = ! und die A,,, y EI', sind l-unabhangig. Es 

bleibt zu zeigen, daB jede £-l-invariante Transformation von E auf sich 

auch eine B-l-invariante Transformation ist. 

Es geniigt zu zeigen: I. Fur jedes XE Sr und jede £' -l' -invarian te Trans­

formation T von E auf sich gilt: T(X) E St, T-1 (X) E Sr undt (T (X)) 

= f (T-1 (X)) = l(X). 

Denn bedeutet Si" <las System aller Elemente XE£ mit der Eigen­
schaft, daB fur jecle £'-l' -invariante Transformation T von E auf sich 

T (x) E .8 und [( T (X)) = l (x) gilt, so ist leicht festzustellen, daJ3 
Sr' eine 11ormale J(lasse (normales System) im Sinnc von SAKS 
(S. SAKS, Theory of the Integral, Warzawa and Lwow 1937) ist, d. h. 
lX) aus X. E fl' und X., v = 1, 2, ... , paarweisc frcmd, folgt V X. E st' 
und /3) aus X. E Sl'' und X. ~ X. +I• i• = 1, 2, ... , folgt (\ X. E Si'. Da 

auC3erdcm Si~ Sr' gilt, so fallt dann Sl' mit £ zusammen. 
\Vir zeigen also I: 

Jcclcs XE Sr laBt sich (vgl. Bewcis des Satzcs 5 Nr. lG.4) in cler Form 

" X - V (\ ( 1)'• A f\ B - - Yv (E1, E:, ••• ,e,,) 
(e,. ,,, ... , •nl v = 1 

clarstcllen, wobei {?,i, Y2, ... , Yn}s;;; r, s,, = 0 oder 1, V = 1, 2,. '., n, 
Bc,,.,,, ... ,,n>E £' ist und mit V die Vcreinigung iibcr allc 211 

(e1, e:, .• • , Bn) 

moglichen n-Folgen (s1 , s2, ... , s,.) fur s. = 0 oder 1, v = 1, 2, ... , n, 
gemeint ist. Es sei nun T eine £'-l' -invariante Transformation von E 
auf sich, dann ist: 

( 
n ) T (X) = T -1 '• A f\ T B V (\ ( ) Yv ( (e,. ,,. ••• , •n>) · 

(E1, E3, •• • , tn) V = 1 
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\Vir setzen : 
11 

"Y' = V (\ (-1)'• A f"\ T(B ) Yv (ci, £ 1 , •• • , En) • 
(th E:, . .. ,en) v = l 

Man zeigt leicht, da/3 

T(X) t X' ~ c,,}! ... ,n> ( Tc~
1 

(-l)'v A,,,) t .0
1 

(-1)'• A,,.) 
11 

gilt. Da aber (\ (-1)'" A,,"£'-l'-absolutinvariant ist (vgl. Lemma G), 
v=l 

so ist T (.0
1 

(-1)'" A,,,) t .0
1 

(-1)'• A,,. E £' und vom l'-:M:a/3 Null, 

d. h. eine l'-Nullmenge, dann ist aber 

T(X) t X'~ £'~ Sr, und es gilt l'(T(X) t X') = 0. 

Da aber offensichtlich X' E St'ist, so ist T(X)E Srund es gilt I (T (.,\1) = l (X') 

= f(X). Analog zeigt man, da/3 T-1 (X) E Sf und da/3 I (T-1 (X)) = l(X) 
gilt. Damit ist I bewiesen, als auch der Satz 1. 

Kapitel VIP 

18. Topologische bzw. kompakte W-Raume 

18.1. Es sei E ein topologischer HAUSDORFF-Raum und (E, Sl', v) 
ein a-W-Raum. Man bezeichnet (E, 51', v) als einen topologisclzen W­
Razem, wenn gilt: 

1X) fiir jedcs XE 5r und beliebiges c > 0 existiert einc kompakte Menge 
[(, E ,\l' mit K.~ X und v (K,) > v (X) - c. 

Ist der HAUSDORFF-Raum E kompakt bzw. lokal kompakt, so heil3t 
(E, Si', v) ein lwmpa!der bzw. lokal kompakter topologischer W-Raum. Ent­
halt der a-Karper 5r den a-Karper \B aller beziiglich der HAUSDORFF­
Topologic in E Borelschen Mengen als einen Unterkarper, so heil3t 
(E, Sf, v) ein strikt-topologischer W-Raum. 

18.2. Bcispiclc. 1. Der lineare Lebesguesche W-Raum (E, £, l) (vgl. 
Nr. 10.4) ist ein lokal kompakter strikt-topologischer W-Raum. 

2. Es sei (ij, w) ein W-Felcl und (Q, Sf, v) die Stoneschc Darstellung 
von (ij, w) als ein W-Raum betrachtet. Es bedeute (Q, B Sr, v) bzw. 
(Q, L Sr, v) die Borclsche bzw. Lebesguesche a-Erweiterung von (Q, Sf, v); 
Sr als eine offene Basis in Q betrachtet, macht bekanntlich Q zu einem 

1 In diesem Kapitel werden die Operationen v bzw. /\ mengentheoretisch 
verstanden, sofern man mit Mengen operiert . 
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kompakten topologischen HAUSDORFF-Raum. Dera-\V-Raum (.Q, B St, v) 
bzw. (Q, L Sl', v) ist dann ein kompakter strikt-topologischer W-Raum. 

3. Es sei Q ein lokal kompakter topologischer HAUSDORFF-Raum 
und Sr der a-Karper aller µ-mef3baren Teilmengen von Q bezuglich 
eines Radonschcn Maf3es µ > 0 mit Gesamtmasse 1; dann ist (Q, Sl', µ) 
cin lokal kompakter strikt-topologischer W-Raum. 

18.3. Wir fuhrcn die Kompaktheit eines W-Raumes unabhangig 
von einerTopologie ein (vgl. MARCZEWSKI [5]). Es sei E eineGrundmenge. 
Man bezeichnet ein System 6 von Teilrnengen der Menge E als ein 
Kompaktasystem in E, wenn gilt: 

(k) Endliclze Durcl1sclmittseigensclzaft: Fur jede Folge 5,E 6, v = 1,2, ... , 
n oo 

mit (\ s. =l= 0 fiir n = 1, 2, ... ist auch (\ s. =l= 0. 
•=1 •=1 

Man beweist leicht: 

I. Ist <las System 6 ein /'\-System, d. h. gilt 6/"\ = 6, so ist 6 dann 
und nur dann ein Kompaktasystem in E, wenn jcde absteigende Folge 
von nicht· leeren Mcngen 5, E 6 einen nicht leeren Durchschnitt hat. 

II. Jedes Untersystem von jedem Kompaktasystem ist auch ein 
Kompaktasystem . 

18.4. Beispiele. 1. Ein topologischer Raum (HAUSDORFF-Raum oder 
nicht) ist bekanntlich dann und nur dann kompakt, wenn <las System 2( 
aller abgcschlossenen Punktmengen in Edie Eigenschaft (k) besitzt. In 
einem kompakten topologischen Raum existiert also stets ein Kompakta­
system von Tcilmcngen, namlich <las System 2! der abgeschlossenen 
Mengen. 

2. In jedem beliebigen topologischen Raum E bildet offenbar das 
System aller kompakten Teilmengcn von E ein Kompaktasystem. 

3. Ist 55 ein Boolering, Q der Stoneschc Darstellungsraum und St 
cler Karper von Tcilmengcn dcr Menge .Q, der 55 darstellt, so ist St· ein 
Kompaktasystem in Q. 

4. Es sei E = {1, 2, ... }, d. h. die Menge der naturlichcn Zahlen, 
dann bildct das System all er end lichen Teilmcngcn von E ein Korn pakta­
system in E. 

18.5. Es gilt der : 

Satz 1. 1st 6 ein Kompaktasystcm in E , so ist auch 6 6 bzw. @:Y ein 
Kompaktasyste,n in E. 

00 

Beweis. l. 6 6 ist ein Kompalttasystem. Es sei (\ Sk,•·• Sk,,,E 6, 
•=1 

l? = 1, 2, ... und v = 1, 2, . . . Es sci fcrncr vorausgesctzt: 

n oo 
Sn= (\ (\ sk,v =l= 0 fur n = 1, 2, ... 

k = lv = l 
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co co co 

Dann haben wir: S = (\ (\ S,..,,. = (\ (\ 51.,v• Fur jedes 
k=l v=l 11=2 ••+k=p 

,n 

Ill = 2, 3, ... existiert aber stets ein 11 derart, dal3 Sn~ (\ (\ sk,v 
e=2v+k=11 

gilt. Daraus aber und wegen der Voraussetzung, dal3 6 ein Kompakta­
system ist, folgt, dal3 5 =I= 0 ist, d. h. 6" ist ein Kompaktasystem in E. 

11,, 
2. 6v ist eiu Kompaktasystem. Es sei 5k = V 5,.., .. k = 1, 2, ... , 

,. = 1 

mit 5k,v E 6. Es sei vorausgesetzt: 

11a. nk 

(\ V sk,v =I= 0 fiir m = 1, 2, ... (1) 
k=lv=l 

Es wird gezeigt, dal3 gilt: 
00 1lk 

5= (\ V 51;,v=!=O. (2) 
k=lv=l 

Wir bemerken: Entwickelt man (1) distributiv, so entsteht eine Vereini­
gung von Durchschnitten der Form 

5 f\ 5" f\ • • • f\ 5 · l,Q1 -,Q1 m,C?m' 

mindestens einer von diesen Durchschnitten ist dann wegen (1) nicht 
Jeer. Fiir jedes m = 1, 2, ... existiert deshalb stets eine endliche Folge 
von natiirlichen Zahlen e1, e2 , ••• , e,,. derart, dal3 

51,<:>1 (\ 52,11, (\ • •• (\ 5m,11m =!= 0 (3) 

ist. Es bezeichne P die Gesamtheit aller endlichen Folgen {e1,()2, •.• ,em} 
von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft (3). Dann gilt offenbar: 

I. v\'enn {e1, e2, ••• , e,,,} E P, dann I?; < 11; fur f = 1, 2, ... , m. 
II. Fiir jedcs m = 1, 2, ... existiert ein {e1, e2 , ••• , e,,,} E P. 

III. 1st {e1, e2 , ••• , em+ 1} E P, so auch {e1, e2 , ... , em} E P. 
Daraus folgt aber die Existenz einer unendlichen Folge von natiir-

lichen Zahlcn {e1, e2, ... } mit {e1, ()2, ... , em} E P fur jedes m = 1, 2, ... 
clerart, dal3 (3) fur jedes m = 1, 2, ... gilt. Da aber 6 ein Kompakta-
system ist, so folgt aus der Giiltigkeit von (3) fur jedcs m = 1, 2, ... 
auch die Giiltigkeit von: 

co 

(\ 5111,<?m =!= O. 
m=l 

(4) 

Durch distributive Entwicklung aber von (2) entsteht eine Vereinigung 
von Durchschnitten, die den Durchschnitt ( 4) als ein Glied enthalt; 
5 ist deshalb =I= 0. Damit ist aber Behauptung 2 bewiescn. 
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19. Approximation beziiglich einer Quasi-Wahrschein­
lichkeit, Kompaktheit einer Quasi-Wahrscheinlichkeit 

19.1. Es sei E cine Grundmenge und Sl' ein Karper von Teilmengen der 
Grundmenge E, der auch E enthalt. Auf Sl' sci cine Quasi-W. µ definiert. 
die nicht mengentheoretisch a-additiv zu sein braucht. Wir sagen: 
Ein System (S von Teilmengen der Grundmenge E approximiert Sf 
beziiglich µ, wenn gilt: 

{J) Fur jedes XE Sl' und bcliebiges s > 0 existiert ein S, E (S und cin 
Y, E Sl' derart, daB Y, ~ S,~ X und µ(X - Y,) < s ist. 

Bemerkung. Ist (S ~ Si', so approximiert (S den Karper Sl' bcziiglich 
fl (offenbar) dann und nur dann, wenn gilt: 

y) fiii- jedes XE Sl' und beliebiges e > 0 existiert ein S, E (S mit 
S,~ X und µ(X - S,) < s. 

Beispiele. 1. Ist (E, Sl', v) ein topologischer W-Raum, so approxi­
miert das System (S allcr kompaktcn Mengen in E den Karper Sr be­
zuglich v. 

2. Es sci Sl' der Karper, den alle halboffenen Intervalle [a, /J) 
mit O < ex < fJ < 1 erzeugen, und fl das lincare MaB auf .Q'. Es sci ferner 
6 das System aller abgeschlossenen Teilmcngen der Zahlengerade, dic­
Teilmengen des Intcrvalls [O, 1) sind. Dann approximiert (S den Karper 
~ bezuglich µ. 

19.2. Wir beweisen jetzt den 
Satz 1. Es sei (E, St,µ) ein W-Raum mzd (E, Sl'*, v) die a-Erwei­

teru11g von (E, Sl', µ) wobci St* der ldcinste a-Karper sei, der Sl' als Untcr­
Mrpcr cntltiilt; (E, Sl*, v) sci also die sogcnannte Borclsche Erweitcmng von 
(E, Sl', µ). Es sei /cnzcr 6 cin System von Tcilmcngcn von E, das .,r 
beziiglich µ approximicrt. Dann approximiert das System 6 6 auclt den 
a-Karper St* bcziiglich v. 

Zurn Beweise dieses Satzes benutzen wir clas folgencle, aus der klassi­
schen MaBtheorie bekannte Lemma: 

Lemma 1. Die Borelsclzc Erwciterung (E, Sl'*, v) von (E, Sl', p) (vgl. 
Voraussetzung des Satzes 1) ist ci11dcutig bcstimmt 11-11d es gilt /iir jcdcs 
XESl*: 

00 00 

I. v (X) = inf ..1,' fl (X,) /iir alle Oberdec!mngcn X ~ V X, mil 
•=I v=I 

x. E 5r, v = 1, 2, .. . 
II. v (X) = inf v (K) = sup v (l-1). 

IQX,Kdfe1 H,:,X,.He:S/:6 

Beweis des Satzes. Fur jecles X-E 51'* und beliebiges s > 0 existiert 

wegcn Lemma 1 II. ein H. E Sl 6 mit H.~ X und v (X - l-1,) < ; . Es ist 
00 

aber l-1, = (\ X, mit X, ESL Zu jedem X, existiert nach Voraussetzung 
V = 1 
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ein s,,.EE uncl ein Y,,.ESf' clerart, d!G Y, .• ~s •.• ~X. und 

µ(X, _ y ) < _!..,- gilt. Wir setzen: Y, = (\ Y,,v bzw. s. = (\ S 
J £, J' 2'' I } V = 1 V = 1 £, V 

E 

dann ist Y,~ S,~ H, ~ X mit v(H, - Y,) < 2 . Also ist Y,~ s.~ Xund 

v(X _ Y,) < ; + ; = £. Da aber 5, E 8
6 

und Y, E Sr* ist, so ist 

Satz 1 bewiescn. 
Satz 2. Es seien St';, i EI, I~~rper von Teilmen~en eincr Gr1111dmenge 

E. Es bedeute Sl' den klci!zstcn Is..~rp~r, dcr ~Ile Sli, 1
: EI, al~ U11tcrkorper 

c11tlziilt. Es sei femcr ft cnze Q11asi-H. a11/ Sl. Es sczcn 6;, i EI, Systenze 
von Teilmcngen dcr Griwd11'.e11~e E dcrart.' dafJ jcdes System 6; den Ifor­
per Si'; beziiglich ft appro:nmurt. Es scz, fcmcr 6 = (V 6;)f\V_ Dann 

ic I 

approximiert das System ® d~n _Karper Sl' bcziiglich µ. 
Beweis. Fiir jedes XE Si' ex1s_tier! nach Lemma 1 Nr. 16 eine endliche 

Teilmenge {• ; i } ~ I m1t X E Sf';,;, ... ; , cl. h. es ist: 
'1' ''2' • • ., 11 - n 

m n b. ,.,, E"' 
X V (\ ,Y . . WO Cl .t\.;,· Jl',· , l' = 1 2 11 == .L\.]ty 1 ✓ J' ,, ' ' ' ' I • 

j=l•• = l 

Nach Voraussetzung cxistiert zu beliebigem £ > 0 und jedem Paar 
(f, v), 

1
· = 1, 2, ... , m; 11 = 1, 2, ... , n, ein 5,,i,-i,. E 6;, und y E 'ir •,f,i, Jljv 

derart, dal3: 

Y 
r 5 r Y. . und µ (X · · - Y · · ) < e ist 

,,j,i,.~ ,,j,i,~ .t 1, 1v '•'v '•'•'• 1nn · 

Daraus folgt dann: 
n n n 

(\ y ~ (\ s .. ~ (\ x . . 
C, j, i,, - I £ , ], 15, - 1, 11' 

,•= l v = l 1° = 1 

und 

(

11 II ) (" ) T • • < t x. • - y •. I, µ (\ 2<..i,i,, - (\ Y,, 1.,,. = f .\J. ( 1.,. ,.1.,J < rn. 
•=1 v = l • - 1 

Setzt man nun : 
ni 1l m, n 

s, = V (\ s,.f.i,• Y, = _V (\ Y,.f.i,, 
j = l•=l 1=lv = l 

so ist: 
Y, ~ 5, ~ X, Y, EH, 5, E 6 uncl µ (X - Y.) < £. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 
19.3. Es sei Sf' ein Karper von Tcilmengen eincr Grundmenge E und 

µ eine Quasi-\V. auf Sf. Existiert ein Kompaktasystem 6 in E, das den 
Karper Sf bcziiglich ft approximicrt, so bezeichnet man die Quasi-W. ft 

als kompakt. 
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Satz 3. 1-Venn Sr ein Karper van Teilmengen ciner Gnmdmenge E ist, 
der E enthalt, mid µ eine lwmpakte Quasi-H'. au/ Sr bcdeutet, dann ist µ 
mcngentlzeoretisch a-additiv au/ Sr, d. h. (E, Sr,µ) ein W-Ramn. 

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Kompaktasystern 6 in E, 
<las den Korper St- beziiglich µ approximiert. Es sei nun eine absteigende 
FolgeXvESr, v= 1, 2, ... , mitµ (Xv) >s >Ogegeben. Dann existieren SvE 6 

und Y. E Sr rnit Y. C S.C X. und µ (Xv - Y.) < ~, v = 1. 2, ... Daraus • v_ - 2 

folgt: 

µ ( Xn - .0
1 

Y.) = µ (..0
1 

X. - .0
1 

Y.) < µ (y
1 

(X. - Y,,)) < s, 

d.h. 

µ (Xn) - µ (..0
1 

Y.) < s, also µ (Xn) < s + /l (/\ Y.) , 
und weil µ (Xn) > s ist, so ist: 

( 
n ) " µ v~ Y. > 0, also /)

1 
Y. =I= 0 fiir n = 1, 2, ... 

n n n 
Da aber (\ Yv s;; (\ s. s;; (\ X., n = 1, 2, ... , gilt, so ist auch 

•=1 v = l v = l 
n 

(\ s. =I= 0 fiir n = 1, 2, . . . Es ist aber 6 ein Kompaktasystem, also 
•=1 

00 00 

(\ Sv =I= 0 uncl cleshalb auch (\ Xv =I= 0. Die Quasi-W. µ ist also 
v=l v=l 

mengentheoretisch stetig, was gleichwertig mit cler mengentheoretischen 
a-Aclditivitat von µ ist. 

19.4. Beispiele. 1. Es sei (E, Sr, v) ein topologischer W-Raum (siehe 
Nr. 18.1) . Dann ist die Quasi-W. v kompakt; clenn clas System 6 aller 
kompakten Mengen des Raumes, die zu Sr gehi.iren, bildet ein Kompakta­
system, <las den Ki.irper St beziiglich v approximiert. 

2. Es sei (E, Sr,µ) cin a-W-Raum. Eine Menge XE Sr heil3t ein 
Atom bezi,iglich µ, wenn 1. µ (X) > 0 und 2. fiir jedes YE St mit Ys;; X 
entweder µ ( Y) = µ (X) oder µ (X) = 0 gilt. 

1st E darstellbar in cler Form E = V A;, wobei A; paarweise 
i£1 

fremde Atome beziiglich µ sind, so heil3t der a-W-Raum (E, Sr,µ) ato-
mar. Man zeigt leicht, dal3 (E, Sr,µ) dann und nur dann atomar ist, 
wenn der a-Boolering der Restklassen Sr modulo ~. wobei ~ das a­
Ideal der µ-Nullmengen bedeutet, isomorph zu einem atomaren a­
Boolering ist, der hochstens abzahlbar viele Atorne besitzt. In einem 
atomaren a-W-Raurn (E, Sr,µ) ist die Quasi-W. µ stets kornpakt. Denn 
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bedeutet 
E=VAi 

ic/ 

eine Zerlegung von E in paarweise fremde Atome A; bezuglich µ, so 
bildet die Gesamtheit aller :Mengen von der Form A. VA. V • • • 
VA;,_ - N, wobei {ii, i2, ... , ik} eine beliebige endliche Tei'i'~neng~ von I 
und N eine µ-Nullmenge bedeutet, ein Kompaktasystem in E, das den 
Korper sr bezuglich ft approximiert. 

10.5. Aus Lemma 1, Satz 3 und Nr. 18.3, I und II folgt: 
Satz 4. Wemi St e£n J(orper van Teilmengen einer GnmdmeJZge E 

isl, der E als Element enllziilt, mzd µ cine kompal,te Quasi-W. au/ St bedeulet, 
so isl (E, St',µ) ein W-Ra1t1n 1md besilzt eiJZe eindeutig bestimmte ldeinste 
<1-Erweitermzg (E, B 51', µ). Die Q11asi-W. µ ist auch kompakt au/ B St. 

Wir beweisen jetzt: 
Satz 5. !st (E, hl', µ) ein <1-W-Raum wzd e; ein System van Teil­

mengen der Gr1md111enge E, das den <1-Korper St' beziiglich µ approximierl, 
dann approximiert auch das System 6* = 6 6 f\ 51' den J(orper 51' beziig­

lich µ. 
Beweis. Es sei X0 E 51' und ein beliebiges e > 0 vorgegeben; dann 

existiert ein 51 Ee; und ein X1 Est mit X 1 ~ 51 ~ X 0 und µ(X0 -X1) 

< ; . Zu .,\\ E Si' existiert nun 52 E 6 und X 2 E Sl' mit X 2 ~ 52 ~ X1 

und µ(X
1 

- X
2

) < 
2
~ . Durch vollstandige lnduktion zeigt man dann 

die Existenz einer Folge: 

X
0

~ 51 ~ X 1 ~ 52 ~ • • · ~ X.~ 5, + 1 ~ X,,+ 1 ~ • • • (1) 

mit 5, E 6, X, E Si' und µ (X,, - X, + 1) < 
2

,. : i, v = 1, 2, . . . Wir 

00 

setzen 5
0 
= (\ 5,, dann ist 50 E 6 6

• Wegcn (1) ist aul3erdem 
I' = 1 

00 00 

5
0 

= (\ 5, = (\ X., also 50 E Sl, d. h. 50 E G6 f\ St= 8* uncl es 
v = l v=l 

gilt µ (X
0 

- 5
0

) < e. Damit ist Satz f> bewiesen. 
Aus Satz 1 uncl Lemma 1 folgt: 
Satz 6. Jst (E, ~r, µ) ein a-vV-Raum mt"t µ kompakl att/ S"t, so existiert 

stets ein J(ompaktasystem G £n E, das ein Tei"lsystem van Sl' ist und den 

Karper Si' beziiglich µ approximiert. 
Bemerkungen. 1. 1st Si' ein Korper von Teilmengen der Grundmenge 

E und fl eine kompakte Quasi-\V. auf St uncl setzt man nicht voraus, 
dal3 Stein a-Korper ist, so ist noch nicht bekannt, ob clann ein Kompakta­
system e; in E existiert, das ein Teilsystem von Sl' ist . 

2. 1st die Quasi-W. fl eines W-Raumes (E, Sl, µ) kompakt, so ist die 
Quasi-W. fl des W-Raumes (E, B St,µ) auch kompakt (vgl. Satz 4). 
Dagcgen kann man aus der Kompaktheit der Quasi-W. µ auf der kleinsten 
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a-Erweiterung B Si' nicht stets auf die Kompaktheit der Quasi-W. µ auf Sr 
schlief3en, wie E. lWARCZEWSKI und C. RYLL-NARDZEWSKI [2] (vgl. ins­
besondere S. 170) in einem Beispiel gczeigt haben. 

Es gilt aber folgender 

Satz 7. Es sci (E, Si', v) ein a-W-Raum 1md (E, L Si', v) die Lebesgue­
seize Erweitenmg ( die sogenannte Komplettierung oder Vervollsliindigung) 
van (E, Sr, v) (vgl. Nr. 10.1). Dann gilt: Die Quasi-W. v ist dann und 
nur dann lwmpakt au/ Si', wenn sic kompakt au/ L Sr ist. 

Beweis. Es ist klar, daf3 die Kompaktheit der Quasi-W. v auf Si' 
ihre Kompaktheit auf L Sl' zur Falge hat. Es bleibt also die Umkehrung 
zu beweisen. Es sci v kompakt auf L Si: und es bedeute 6 ein Kompakta­
system, <las L Sf' beziiglich v approximiert. Man kann annehmen, daf3. 
S o-abgeschlosscn und in L 51' enthalten ist, d. h. daf3 6 = 6"s;; L Sl' 
gilt. Es geniigt jetzt zu zeigen, daf3 <las System 6 (\ Sl' den a-K6rper Si' 
beziiglich v approximiert. In der Tat existiert fiir jecles XE St' und 
jede reelle Zahl e > 0 eine Folge P,.E 6 uncl X.E Si' clerart, claf3 P.+ 1 ~ -

.x.~ P.s;; X uncl v(X.-X.+ 1) < 
2
.: 1 , 11 = 1, 2, ... , gilt. Wir setzen 

00 00 

('\ P. = P; clann gilt PE 6, P = X f\ ('\ X., also PE St, cl. h. PE 6· 
•=1 ••=1 

f\ Sl' uncl v (X - P) < t:, also: 6 (\ Sl' approximiert Sr beziiglich v. 
Satz 7 ist clamit bewiesen. 

20. I{ompaktheit und Unabhangigkeit 

20.I. Es sci 6;, i EI, eine Familie, wobei jedes 8; ein System von 
Teilmengen einer Grundmcnge E ist. vVir bezeichnen die Systeme 6;,. 
i EI, als M-a-pse11dou11abhii11gig in E, wenn gilt: 

(1P): Fiir jecle abziihlbare, nicht lccre Teilmengc J ~ I und jecle Menge 
5; E 8;, S 1 =l= 0, j E J, ist ('\ S; =l= 0. 

jr:J 

Ist jedes 6; ein komplementares System, z. B. cin Korper, cl. h. 
ist mit S; E 6; auch stets S~ E ES; Hir jecles i EI, so fallen die Begriffe· 
Unabhangigkeit und Pseuclounabhangigkeit zusammen . 

vVir zeigen nun den 

Satz 1. Die Systeme 8;, i EI, seien M-a-pseudounabhangig in E; 
/erner gelte fiir jedes i E I: 6f = S;, cl. h. 6; sci abgescltlossen fiir abzahl­
bare Durchschnitte. Auflerdem sci jedes S; ein Kompaldasystem in E .. 
Dann gilt: 

I. Das System . S = V ES; ist ein Kompalltasystern in E. 
i r: I 

II. Das System evn ist eben/alls ein Kompalltasystem i?t E. 
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" Beweis. Gegeben seien SME G, v = l, 2, ... , mit (\ SM =j= 0, n = l, 2, ... 
l=v 

00 

\Vir sctzen S = (\ s<•·>; dann kann S folgendermal3en dargestellt wer-
•· = 1 

den:5=Q1 Q.,···,wobeiQv=5, . .; r\S, . .; r\···mitS . EG· k=l 2 ... ,.,-1 ,.11 i•,11,; 1v' , , • • ·, 

11 = l, 2, ... und {i1, i2, •.. } ~ I. Da jedcs 2\, ein Kompaktasystem 
II 

in E ist und aul3erclem (\ sc.-> =j= 0, 11 = 1, 2, ... , ist, so ist jedes 
••= 1 

Qv =l= 0, v = l, 2, ... , aul3erclem gilt Q,.E 2',·, weil CS- o-abgeschlossen 
V ls, 

ist. Die Systeme E::,, i EI, sincl abcr .M-a-pseuclounabhangig vorausgesetzt, 
00 

also ist (\ Qv =l= 0. Daraus folgt S =l= 0, cl. h. dal3 G ein Kompakta-
v = 1 

system ist. Hiermit ist die Behauptung I bewiesen. Die Behauptung II 
folgt nun aus Satz 1 von Nr. 18.5. 

Aus Satz 1 dieser Nr. uncl aus Satz 2 von Nr. 19.1 folgt der 
Satz 2. Es seien 5l,, i EI, Karper van Teilmengen der Gru11dmenge E. 

Es bedeutc Sf den klei11ste11 Karper, der alle st,, i EI, als Unterkorper ent­
lziilt. Att/ Sr sei cine Quasi-TV. µ def£11icrt. Es sei ferner varausgesetzt, 
da{J eine Familie van Systemen G;, i EI, van Teilmengen der Grundmengc E 
existiert, derart da{J fcdes G; ein o-abgcsclzlassenes Kampaldasystem ist, das 
den Karper 51'; beziiglich fl appraximiert. Au{Jerdem seien die Systeme 
CS;, i EI, M-a-pse11dau11abl,iingig. Dann ist die Quasi-W. µ lw1npa!?t au/ 
51', 1111d zwar appraximiert das (sielze Satz 1) Kampaldasystem (\J CS;)nv 

tel 

den Karper Sl' beziiglich fl­
Es gilt ferner cler 
Satz 3. Es scien Sl';, i EI, 111-a-unabhiingige a-Karper van Tc£lmengen 

dcr Grundme11gc E. Es bcdeute Sl den lde£nsten Karper, der alle 51,, i EI, 
als Unterkorpcr enthiilt. Es sci fcmer au/ Sl eine Quasi- l-V. µ dcf£niert 1rnd 
fiir J°cdcs i E J sci fl als Quasi-W. au/ Sl'; betraclztet lwmpa!?t. Dann islµ 

auch au/ Sl lwmpakt. 
Bcweis. Aus den Siitzcn 5 uncl G von Nr. 19.5 folgt: Fiir jedes i E J 

existiert ein a-abgeschlossencs Kompaktasystem CS; mit CS;~ Sl;, <las 
den Korper Sl\ beziiglich /l approximiert. Da abcr die Korper Sl;, 
i E J, 111-a-unabhangig sind, so sind auch die Systeme G,, i EI, M-a­
pseudounabhiingig. \Vendet man nun den Satz 2 dieser Nr. an, so folgt, 
dal3 µ kornpakt auf Sl ist. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Bemerkzmg. Nach Satz 4 von Nr. 19.5 existiert eine eindeutig 
bestimmte a-Erweiterung (E, B Sf,µ) des vV-Raumes (E, 51', µ) vom 
Satz 3 uncl die Quasi-W. fl ist auch auf B Sr kompakt. 

20.2. \Vir beweisen nun folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung 
eines Satzcs von KoLMOGOROFF (vgl. Kou.10GOROFF [1] S. 27, auch 
HALMOS [1] S. 212 Theorem A) ist. 
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Satz 4. Es seien Sl·;, i E J, 1vl-a-unabhiingigc a-Karper van Teilmengen 
ciner Grundmcnge E. Fiir jede eudliclze Teilmcnge {i1, i2 , ••• , in}~ I 
bedeute m- . . den klei11stcn a-Karper, der die Karper Sl; , v = l, 2, ... , n, 

t 1 t:• • •tn v 

als Unterkorper entlziilt. Es sei m = V mi,i:···in• wobei die Vereinigmig 
ilber alle endliclzen Teilmengen {ii, i2 , ••• , in}~ I gebildct isl. Es sei /erner 
au/ m eine Q1easi-W. µ derart de/iniert, da/J sie, als eine Fmtktion au/ 
m;,;,· ... ; f-iir jedes {i1, i2, •.. , in}~ I betrachtet, einc mengentlteoretisch 
a-additi;e Quasi-W. ist, d. h.: Jeder (E, m,:,i,•••in• µ) sci ein a-W-Rawn. 
Ferner sei vorausgesctzt, dafJ µ lwmpaht au/ Sl'; /ii.r jedes i E J 
ist. Dann ist µ auch au/ m lwmpald, d. lz. (E, m, µ) ein W-Raum mit cincr 
lwmpaktcn Quasi-W. /l au/ m. 

Beweis. Da µ kompakt auf dem a-Karper Sl'; ist, so existiert nach Satz 
6 Nr. 19.5 ein Kompaktasystem 6; mit 6;~ Sr;, das den Karper ,Q'; be-

::~~i:: :l f::t:esv:: I ;:.p:::~::rt~a::c~::,~~-:. die(se(.~;,,u)~~ ::: 

• = 1 

Kompaktasystem, das den Karper m,,;, ... ;n beziiglich µ fur jedes 
{ii, i2, ••• , in} s;; I approximiert und (siche auch Satz 1 von Nr. 18.5) 
-.5 = (V 6;)"v 6 ist ein Kompaktasystem, <las den Karper m beziiglich 

tel 

µ approximiert. Die Quasi-W. fl ist also kompakt auf m, d. h. (E, m, fl) 
ein W-Raum mit kompakter Quasi-W. µ auf Q.3. 

21. Kompaktheit und cartesische Produkte 

21.1. Es seien (E;, Sl'; , µ;), i EI, a-W-Raume. Es becleute E = P E 1 
i£1 

den Produktraum, <lessen Komponenten die Raume E;, i E J, sind (vgl. 
Nr. 12) . Es sci ferner St*= P St·; der Produktkarpermitden Komponen-

icI 

ten Sr;, i E I, d. h. der kleinste Karper von Teilmengen dcr Grundmenge 
E, der die Gesamtheit m aller Rechtecke R(A,,, A;,, ... , A;) mit 
f · · · } ,.... s~ 1 · Li1, i 2 , .•. ,ik ~ I, Ai, E ~;,, 11 = , 2, ... , fl als em Untersyste1n ent-

halt. Betrachtet man nun fur ein festes i E J die Gesamtheit Sff aller 
Rechtecke R(A;) mit nur einer Seite A; fur alle A;Est';, so ist Sf{ 
ein a-Karper von Teilmengcn der Grundmenge E, und zwar ein Unter­
karper von Sl*. Die Abbildung A;->- R (A;) ist ein Isomorphismus von 
~l'; auf stt, d. h. S1f ist eine isomorphc Einbettung von Si'; in St*. Definiert 
man /lf(R(A;)) =ft;(A;) fur jedes A;E Sr;, so ist (E, ~'if,µ£) ein a-W­
Raum, wobei da,: Quasi-W-Feld (Stt, µt) isometrisch zum Quasi-W­
Feld (Sr;,µ;), i EI, ist. Die Karper 511, i EI, sind offenbar M-a-unabhan­
gig in E. Auf St* kann man in bekannter Weise cine Produktquasi-\-V. n 
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definieren, die folgende Eigenschaften besitzt: 

1. n(R(A;)) =pf (R(A;)) =µ;(A;) fi.ir jedes A;ESl'; und iEJ. 

2. n (R (A;,, A;,, ... , A;J) = µl (R (A;,)) µt (R (A;,))··· pt (R (A;k)) = 
Pi, (A;,) µ;, (A;.) ... µik (A ;J 

fiir jedes Rechteck R(A;,, A;,, ... , Aik) mit {1~, i2, ... , q s;; I. Die 
Quasi-\,V. n ist bekanntlich mengentheoretisch a-additiv, also (E, St*, n) 
ein W-Raum und die Ki:irper Slf, i E J, sind stochastisch unabhangig 
beziiglich n (d. h . n-unabhangig). 

21.2. Auf Sl * sind auch andcrc Quasi-Wahrscheinlichkeiten definier­
bar, welche nur die Eigcnschaft 1 erfilllen. Eine solche Quasi-W. n' 
auf fl*, die nur die Eigenschaft 1 erfiillt, bezeichn.et man als eine ge­
meinsame Erweitermzg dcr Quasi-Wahrscheinlichkeiten µf von S"{f, i E J, 
auf Sl'*. Es entstcht nun die Frage, ob eine bcliebige gemeinsame Er­
weiterung n' der Quasi-Wahrscheinlichkeitcn Jlf von Sl'f,E i I, auf ~* 
stets mcngcntheoretisch a-additiv ist, d. h. ob (E, St*,n'), wobei n' die 
Eigenschaft 1 erfi.illt, stets ein W-Raum ist. Aus Satz 3 von Nr. 20 
folgt nun, dal3 die Quasi-W. n' kompakt ist, falls jede Quasi-W. µf als 
kompakt auf Slf, i E J, vorausgesetzt wird, d. h. die Kompaktheit der 
Quasi-W. µf auf Srf fi.ir jedes i E J ist cine hinreichende Bedingung 
dafi.ir, dal3 (E, st*, n') fiir jede Quasi-W. n' auf Sl'*, die eine gemein­
same Erweiterung der Quasi-W.cn µf von Slf, i E J, auf Sl* ist, ein W­
Raum ist, und zwar ist dann n' kompakt auf st*. E. SPARRE-ANDERSEN 
und B. JESSEN [1] (vgl. auch HALl\lOS [1] s. 214 und E. :MARCZEWSK[ 
uncl C. RYLL-N ARDZEWSKI [1]) haben gezcigt, dal3 eine gemeinsame 
Erwciterung n' dcr Quasi-Wahrscheinlichkeiten pf von Sff, i EI, auf ~l* 
im allgemeinen nicht mengentheoretisch a-aclclitiv ist. 

Aus Satz 4 von Nr. 20 folgt cler Kolmogoroffsche Satz in abstraktcr 
Form 1, namlich : 

Satz 1. Es seien (E;, Sl';,µ;). iEI, a-W-Rii-ume. Es sei ferner St*= 
p St'; der Produl?tl?orper van allen Sl';, i E J, mid (Slf, µ£) das ztt 

icI 
(Sl';, µ;) isometrisclze Q1easi-W-Feld fiir jedes i E J, wie es in Nr. 21.1 
definiert wurde. Es bezeiclme femer 'il3;,i,·•·ik den kleinsten a-Karper, 
dcr die Karper Sl'l, str,, ... , Sl'( als Unterflorper enthiilt, fiir fede endliclze 
Tcilmenge {ii, i2, ... , ik} s;;I, mzd es sei 'il3 = V 'il3;,;, ... ;k, d. Ji. 'il3 = St*. 

\ i,, i,, ... , ik) ~ I 
Es sei femer a·uf 'il3 eine beliebige Quasi-W. v derart definiert, daf] v als 
Quasi-W. att/ 'il3;1 ; 1 •• ,ik f-iir fedes {ii, i2, ... , ik} s;; I betraclztet mengen­
theoretisch a-additiv ist. Es gelte insbesondere v ( R (A;)) = µf ( R (Ai)) = 

1 KoLMOGOROFF hat den Satz Hir .fi'i = \8 = dem a-Kerper aller Borel­
schen Teilmengen der Zahlengerade und ft; = einer beliebigen mengentheo­
retisch a-a<lditiven Quasi-W. auf .fi'i = 5B, i EI, bewiesen. In diesem spe­
ziellen Fall sind die Quasi-Wahrscheinlichkeiten ft, kompakt auf Sl';, i EI . 
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A (Ai) fiir jedes Ai E Sf;, i E /. Dann ist die Quasi-W. v kompakt au/ 
st* = QJ, d. h. (E, QJ, v) ein lV-Ramn mit kompakter Quasi-1-V. v au/ 
-m = Sr*. 

Bemerkung. Falls I = {1, 2} ist, gilt der obige Satz unter der 
Voraussetzung, dal3 (E1 , Si'1 , 1-'1.) ein a-vV-Raum mit kompakter Quasi-W. 
und (E2 , Sf2 , µ 2} ein beliebiger a-vV-Raum ist (vgl. MARCZEWSKI und RYLL­
NARDZEWSKI [1]). Als Folgerung haben wir dann: Beim Satz 1 kann die 
Voraussetzung der Kompaktheit der Quasi-vV. fi.ir einen festen Index 
i0 E I wegfallen. 

22. Quasi-Kompaktheit der W-Raume 

22.1. Die Quasi-Kompaktheit ist neben der Kompaktheit eine wich­
tige Eigenschaft der W-Raume. Sie ist gleichwertig mit der sogenannten 
Perfektheit der W-Raume, die man in vielen Problemen der mengen­
theoretischen W-Theorie fi.ir den zugrunde gelegten \¥-Raum voraus­
setzt (vgl. das Buch von GNEDENKO und KOLJ\IOGOROFF [1]). Der 
Begriff der Quasi-Kompaktheit wurde von C. RYLL-NARDZEWSKI [1] 
als cine Verallgemeinerung des Marczewskischen Begriffes der Kompakt­
heit eingefiihrt und mit dem Begriff dcr Perfektheit verglichen. 

Ein a-W-Raum (E, Sf, v) heiBt quasi-lwmpa!it, wenn jede Folge 
Q,. E Sf, 11 = 1, 2, .. . , die folgencle Eigenschaft besitzt: 

(q): Zu jecler reellen Zahl c > 0 existiert ein Q0 E Sr clerart, daB 
v (Q0) > 1 - c ist und die Folge Q0 (\ Q,., 11 = 1, 2, ... , ein Kompakta­
system in Sl' bildct. 

Es gilt dann der 
Satz 1. 1st die Quasi-W. v eines a-W-Ramnes (E, Si', v) lwmpakt au/ 

Sl, so ist der a-W-Raum (E, sr, v) quasi-kompalit. 
Beweis. Aus cler Kompaktheit von v auf fr folgt gema.13 Satz ti 

Nr: 19.4 die Existenz eines Kompaktasystems 6 mit 6~ Si, welches 
d en a-Karper Sl' beziiglich v approximiert. Es sci nun Q,, E 51', v = 1, 2, ... , 
dann existieren zwei Folgcn P,, Ee, RV E 6, l' = 1, 2, ... , mit P,,c;;,_ Qv, 

Rv ~ E -Q. = Q~ uncl v(Q. - Pv) < /+i, v(Q; - R,.) < -;2/+i . Wir 
00 

setzen Q0 = (\ (P. V R.), clann ist offenbar v (Q0) > 1 - c und weil 
V= l 

Qv Q0 = P. Q0 E ev ,,, v = 1, 2, ... , gilt uncl ev" gema13 Satz 1 Nr . 18.5 
ein Kompaktasystem in Sl' ist, so ist Qv Q0, , ,. = 1, 2, ... , als Teilsystem 
von ev" auch ein Kompaktasystem in St. Satz 1 ist dam it bewiesen. 

22.2. Es scicn ,(E, St, v) und (.Q, We,µ) a-W-Raume. Eine Abbildung 
h von E auf .Q wircl als ein Homomorphismus von (E, Sl', v) auf (.Q, We,µ) 
bezeichnet, falls h-1 (SJR) = 51' und v (h-1 (X)) = µ(X) fi.ir jedes XE file 
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gilt; h wird als ein Fasthomomorplzismus von (E, Sr, v) au£ (.Q, file,µ) 
bezeichnet, wenn Nullmengen ivl E 9Jl und N ~ Sr existieren derart, dal3 
h-1 (M) = N gilt und aul3erdem die Restriktion von h auf Ne = E - N 
ein Homomorphismus von (Ne, St - {N}, v) auf (Mc, 9-R - {llf}, µ) ist. 

Ist die Abbildung h, die den Homomorphismus bzw. Fasthomo­
morphismus erzeugt, eine eineindeutige Abbildung von E auf .Q, so wird h 
als ein Isomorphismus bzw.Faslisomorpliismus von (E, Sf, v) auf (Q, 9-R,µ) 
bezeichnet. 

Man beweist lei ch t : 
Satz 2. Existiert ein Fasthomomorphismus It vom a-W-Raum (E, Sr, v) 

au/ den a-W-Raum (Q, file,µ), so folgt aus der Kompaktheit vanµ au/ file 
die Kompaktlzeit van v au/ sr imd ates derQuasi-Kompaktlzeit van (Q, 9-R, µ) 
die Quasi-Kompaktlzeit van (E, Sr, v). 

22.3. Es sei (E, sr, v) ein a-W-Raum. Eine reellwertige Funktion /, 
die auf E definiert ist, heiOt v-me{Jbar, wenn gilt: 

(m): Fiir jede offene Menge U der Zahlengeraden R gilt 1-1 (U) E St. 
Es bedeute ~ die Gesamtheit aller v-meObaren Funktionen. Dann ent­
spricht jeder Funktion / E ~ ein a-Korper Sr, von Teilmengen der Zahlen­
geraden R, der folgendermaOen definiert wird: 

Sf1 = {X ~ R; /-1 (X) E Sr}. 

Die Funktion v1 (X) = v(f-1 (X)) fiir jedes XE sr., definiert dann eine 
mengentheoretisch a-additive Quasi-\V. v1 auf sr,, die man als Vertei­
lungsfunlltion von / bezeichnet. (R, Sf1, v1) ist ein a-\V-Raum fiir jedes 
/Elli· Da st, (offenbar) alle offencn Mengen der Zahlcngerade R enthalt, 
so ist der a-Korper 56 aller Borclschen Mengen der Zahlengeraden ein 
a-Unterkorper von Si'1 fiir jedes / E ~- Wir konnen deshalb (R, 18, v1) 

als eincn a-W-Raum fiir jedes /Elli betrachten. Wenn der a-W-Raum 
(E, st, v) komplett ist, so ist auch der a-W-Raum (R, sr,, v1) komplett 
fiir jedes / E ~- Nach GNEDENKO und KoLMOGOROFF [1] wird ein a-W­
Raum (E, Sl', v) als perfekt bezeichnet, wenn gilt: 

(p): fiir jedcs / E ~ und jedes XE Sr, gilt 

v,(X) = V v-1 (X)) = inf v,(B). 
Def. - R!;;X 

B £ !8 

Man zeigt leicht : 
Satz 3. E in kompletter a-W-Raum (E, Sr, v) ist dann imd nztr dann 

perfekt, wenn fiir jede f E ~ die Komplettienmg des a-W-Ramnes (R, 56, v1) 

mit (R, Sf 1, v1) zusammenfallt. 

Es gilt nun folgender Satz: 

Satz 4. Es sei (E, Sr, v) ein a-W-Raitm. Dann sind folgende Aussagen 

aquivalent : 

Ergobn. d. l\fnthom. N. F. H. 24, Knppos 8 
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ix) (E, Si', v) ist quasi-kompallt. 

/3) Air jedes f E g; existiert ein Q E Sl' derart, da/J v (Q) = 1 und f (Q) E 53 
ist. 

y) Besitzt ein beliebiger a-U11terkorper St' von Si' eine abziilzlbare Basis, 
d. lz. ist Sf der kleinste a-Karper, der ein abziilzlbares U11tcrsystem von Sf 
enthiilt, so isl v auf St' kompakt. 

o) Die I<.ompletticrung (E, L Si', v) von (E, Si', v) ist quasi-kompakt. 

t:) (E, Si', v) ist pcrfekt. 

Fiir den Beweis dieses Satzes verwcisen wir auf die oben zitierte 
Arbeit von C. RYLL-NARDZEWSKI. 

Aus Satz 4 folgt: 

Satz 5. Ist der a-W-Raum (E, st, v) quasi-kompa!?t, so ist auch jedcr 
a-vV-U11terra111n von ilzm quasi-lwmpakt. 

l\1it Hilfe der in Satz 4 angegebenen Charakterisierung dcr Quasi­
Kompaktheit clurch Eigenschaft y) kann man beweisen: 

Das cartesische a-Produkt, von bcliebig vielen quasi-kompakten 
a-\V-Raumen ist ein quasi-kompakter a-\V-Raum. 

22.4. Ein a-W-Raum (E, Sl', v) heiBt scparabel im Sin11c von HALMOS 
und VON NEUMANN (vgl. [1]), wenn ein abzahlbares System (5 von St 
existiert, clerart daJ3 folgendes gilt: 

1. Sind x und y verschieclene Punkte in E, so existiert stets ein SE @, 
derart, da/3 x E S und y El: S gilt. 

2. Bcdeutet 5n den kleinsten a-Karper, der 6 enthalt, so soll die Kom­
plettierung des a-vV-Raumes (E, m, v) mit (E, Sr, v) zusammenfallen. 

Ein separabler a-\,V-Raum (E, 51', v) bleibt separabel, wenn man von E 
eine Nullmenge wegnimmt. · 

Ein a-W-Raum (E, ST, v) heiJ3t fast-separabel wenn der nach Weg­
lassen aus cler Grundmenge E einer Nullmenge entstehende a-W-Raum 
separabel ist. Es gilt cler 

Satz 6. Fiir c£11en fast-scparablcn 1t11d lwmplcttcn a-W-Raum (E, Sr, v) 
sind folgende A ussagen iiquivalc11t: 

I. v ist lwmpakt a11f Sr. 

II. (E, Sr, v) ist quasi-lwmpal?t. 

III. (E, Sr, v) ist fast isomorph zmn Lcbesg11csclzcn liucarcn a-W-Fcld. 

Mit Hilfe dieses Satzes, <lessen Beweis der Leser in der oben zitierten 
Arbeit von C. RYLL-NARDZEWSKI findet, kann man die Existenz von 
a-\V-Raumen nachweisen, die nicht quasi-kompakt sind. 



Kapitel VIII 

23. Bedingte Wahrscheinlichkeitsraume 

23.J. In der Physik (z. B. in der Quantenmechanik), ferner in der 
Theorie der l\farkoffschen Ketten und allgemein der stochastischen Pro­
zesse und bei den Anwendungen der \Vahrscheinlichkeitstheorie in der 
Integralgeometrie, in der Zahlentheorie und anderen Gebieten treten oft 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf, die nicht normiert werden konnen, 
cl. h. es treten unbeschrankte Maile auf. Solche Verteilungen konnen 
im Rahmen der bisher entwickelten Theorie der W-Felder bzw. W­
Raume (vgl. Kap. I-VII) nicht behandelt werden. Es entstancl claher 
die Notwendigkeit einer Erweiterung des Begriffes cler W-Raume. Es 
scheint, clail A. KoLM0G0R0FF zuerst die Idee einer solchen Erweiterung 
in einer Vorlesung erwahnt hat (vgl. RENYI [3] S. 8). Neuerdings hat 
unabhiingig von KoLM0G0R0FF ALFRED RENYI (vgl. [1] bis [3)) cine 
Erweiterung der Theorie der W-Rfome vorgeschlagen und den Begriff des 
bedingten W-Raumes eingefi.ihrt. Im folgenden werden wir kurz dari.iber 
berichten, uncl zwar mit besonderer Beri.icksichtigung der Struktur der 
bedingten W-Raume, die von RENYI selbst [1) bis [4] und auch von 
A Cz1\SZ1\R [1] untersucht ,rnrde. Fur Einzelheiten und Anwendungen 
dieser Theorie verweisen wir auf die Arbeiten von RENYI. 

23.2. Definition cincs bcdingtcn W-Raumcs. Es sci E cine Grundmenge, 
sogenann ter E reignisramn E. Es bcdeu te f erner ~ einen a-Karper von Teil­
mengen (sogenannten Ereignissen) des Ereignisraumes E, der auch E als 
Element enthalt. Es sci :t ein nicht leeres Untersystem (das sogenannte 
S ystem dcr Bcdingungen) von ~- Auf dem cartesischen Produkt ~ X :t 
sei eine eindeutige reelle Funktion P definiert, deren Werte mit p (A j B), 
A E ~ ' BE :t, bezeichnet werden und die folgende Eigenschaften hat: 

/31) Es ist p (A j B) > 0 fur jedes Paar (A, B) E ~ x :t und insbesondere 
p(BjB) = l fur jedes B E ~-

{J2) Bei festem BE :t ist P (A I B) als Funktion nur von A E ~ be­
trachtet ein a-additives Mail, d . h. aus A ; E ~, i = 1, 2, . .. , mit 
A; A 1 = 0 fiir i =i= j folgt : 

P(Q
1

A;JB)=ifp(A;jB) fiir jedes BE:t. 

/J3) Aus A Ev;, BE~. CE :t und BCE :t folgt : 
p(A JB C) p(BJC) = P(A BJC) . 

S* 
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Man bezeichnet dann (E, ~. st, p) als einen bedingten W-Rattm und 
p (A I B), (A, B) E ~ x st, als die bedingte W. des Ereignisses A 1mter der 
Bedingung B. 

23.3. Es sei (E, ~. v) ein a-W-Raum (vgl. 10.1) . Es bezeichne st das 
. . . v (AB) 

System aller BE ~ m1t v (B) > 0. Defm1ert man dann P (A I B) = v (B) 

fi.ir jedes (A, B) E ~ xst, so ist offenbar (E, ~. st, p) ein bedingter W­
Raum, der als der bedingte W-Raum (E, ITi, st, v) bezeichnet wird, den 
der a-W-Raum (E, ~. v) erzeugt. Ist umgekehrt (E, ij, st, v) irgendein 
bedingter W-Raum und definiert man fi.ir ein CE lr durch Pc(A) = 
p(A JC), A E ij, eine Funktion Pc auf ij, so ist (E, ij, Pc) eina-W-Raum 
fi.ir jedes CE st. Gehi:irt E zu st, so ist auch (E, lr, PE) ein a-W-Raum. 
(E, ij, PE), als ein a-W-Raum betrachtet, erzeugt einen bedingten 
W-Raum, der aber nicht stets zu (E, ij, st, p) isomorph ist; denn das 
System stE aller BE ij mit PE (B) = p (B JE) > 0 fallt nicht stets mit st 
zusammen. 

23.4. Quotientcndarstellung eines bedingten W-Raumes. Es sei 
(E, ~. st, p) ein bedingter W-Raum. Existiert ein a-additives Mal3 µ 
auf lr derart, dal3 µ (B) > 0 fi.ir jedes BE ij und aul3erdem p (A I B) = 
µ(AB) .. . 

µ (B) fur Jedes (A, B) E lr xst gilt, so sagt man, die bedingte W. des 

Raumes (E, ij, st, p) besitzt eine Quotientendarstellttng. RENYI hat fol­
gendes bewiesen : 

Es sei (E, ij, st, p) ein bedingter W-Raum. Es existiere ferner eine 
Falge von Bedingungen B.E st, v = 1, 2, ... , und ein Ereignis B

0
E ij 

derart, dal3 gilt: 
1. B.r;,,_ B,,+ 1 , v = 0, 1, 2, .. . 
2. p(B0 JB.) > 0, v = 1, 2, .. . 
3. Fur jedes B E st existiert ein Index v mit Br;, B. und p (BJ B.) > 0. 

Dann ist das System ij* = {XE lr: es gibt ein v mit xr;,,_ B.} cin Ki:irper 
von Teilmengen der Grundmenge E, dcr E nicht als Element zu besitzen 
braucht und es gilt str;,,_ ij*~ IT;. Definiert man nun eine Funktion µ 
auf ij*, wie folgt: 

Ist XEIT;*, so wahle ein v mit xr;,,_ B. und setze: 

µ(X) =p(XIB,) 
p(1 0Jb,)' 

so ist µ fiir jedcs XE ~* eindcutig, d. h. unabhangig von der Wahl der 
Menge B, mit xr;,,_ B,; µ ist nicht negativ und a-additiv, also ein a­
additives und endliches Mal3 auf ~*. Da p (BJ B,.) > O fiir jedes BE st 
~nd passendes v ist und aul3erdem nach Voraussetzung p (B

0 
I B ,) > O fi.ir 

Jedes v = 1, 2, . . . gilt, so ist off en bar µ (B) > O fi.ir jedes BE st. 
F erner gilt : 

( I µ(AB) . 
P A B) = µ (Bf fi.ir Jedes (A, B) E g; xst, 
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denn wir haben: 

µ (AB) p (A Bl B,,) p (B0 1 B,.) p (A Bl B,.) 
µ(B) = p(B

0
IB,) · p(BIB,) = p(BIB,.) =P(AIBB,)=P(AIB). 

\Vir setzen nun auBer 1, 2 und 3 noch voraus, daB gilt: 
4. lim p (B0 I B,,) > 0. 

V-+00 

Dann liiBt sich µ von i* auf den kleinsten a-Karper i**, der i* enthiilt, 
00 

bei Erhaltung der a-Additivitiit erweitern. Wir setzen E* = V B.; 
~=0 

dann ist der a-Karper i** identisch mit dem a-Karper iE• = {X~ E*; 
XE i}. !st also 4 erfiillt, so liiBt sich µ von i* auf iE• bei Erhaltung 
der a-Additivitiit erweitern. Man zeigt leicht, daB µ auf ITiE• endlich 
ist, d. h. µ (E*) < + oo gilt. Wir definieren deshalb: 

µ(A)= µ(A E*) fiir jedes A E IT; 
und erhalten ein a-additives und endliches MaB µ auf IT; mit der Eigen­
schaft: 

p(A IE) =µ)f:/ fiir jedes (A, B) E g; x%, 

d. h. eine Quotienten-Darstellung der bedingten W. p des Raumes 

(E,ij,%,p). Wir bemcrken: Wenn wir v(A)=:~!t fiir jedes AEIT; 

setzen, dann ist v (E) = 1, also v eine Quasi-\V. auf IT;, d. h. (E, IT;, v) 
ein a-W-Raum. Setzt man dann %*={BE i: v(B) > O}, so ist %* 
nicht notwendig identisch mit %. Der a-W-Raum (E, i, v) erzeugt 

deshalb einen bedingten \V-Raum (E, ij, %*, P*) mit P*(A IE)= v~1B~) 

fiir jedes (A, B) E ij x%*, der nicht mit dem urspriinglichen Raum 
(E, IT;, %, p) zusammenfiillt. Da aber stets '.!~ '.!* und auBerdem 
p* (A I B) = p (A I B) fiir jecles (A, B) E i X% gilt, so kann (E, ij, '.!*, P*) 

· als cine Erweiterung des Raumes (E, ij, '.!, P) betrachtet werden; genauer: 
die bcdingte W. p* ist cine Erweiterung der bedingten W. p von ili X% 
auf ili x%*, falls %* nicht mit % zusammenfiillt. 

23.5. Bcdingtc W-Riiumc von cinfachcm Quotientcn-Typus. Nicht 
jeder bedingte W-Raum besitzt eine Quotientendarstellung, auBerdem 
braucht das a-additive l\faB µ, <las auf IT; definiert ist uncl zu einer Quo­
tientcndarstellung der bedingten W. client, nicht beschrankt zu sein. 
Jeder bcclingte W-Raum, <lessen bedingte W. eine Quotientenclarstellung 
besitzt, heiBt nach RENY! ,,ein bedingter W-Ramn von einfachem Quo­
tienten-Typus". Die einfachsten unter den beclingtcn W-Riiumen von 
cinfachem Quotientcn-Typus sind cliejenigen, fiir welche das a-additive 
Ma/3 cler Darstcllung beschrankt ist. Die Struktur clieser bedingten 
\V-Raume unterscheidet sich nicht von den beclingten W-Riiumen, 
die von eincm a-W-Raum crzcugt wcrclen, denn cin beschriinktes MaB 
kann stets normiert werden. 
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J edes a-additive (nicht notwendig beschrankte) l\1al3 µ, das auf einem 
a-Korper tli von Teilmengen einer Grundmenge Emit EE tJi definiert ist, 
kapn stets einen bedingten W-Raum erzeugen. Es bezeichne namlich 
% = {BE tli; 0 <µ(B) < + oo}, dann setze man: 

p (A I B) = 1~<f J;> fiir jedes (A, B) E tJi x:t. 

So ist p cine bedingte W. auf ij x:t, also (E, ij, %, p) ein bedingter W­
Raum, und zwar von cinfachem Quotienten-Typus. Die Existenz 
bedingter \V-Raume, die von einem unbeschrankten l\1al3 µ erzeugt wer­
den, zeigt schon die Bedeutung des von RENYI vorgeschlagenen neuen 
axiomatischen Aufbaus der vVahrscheinlichkeitstheorie. 

Beispiele. 1. Es sei E = En, d. h. der euklidische n-dimensionale 
Raum und tli der a-Korpcr allcr nach LEBESGUE mel3baren Teilmengen 
von E. Es sei ferner / eine reelle, nicht negative uncl mel3barc Funktion 
auf En. Es bczcichne % = {BE tli: 0 < j f dm < + oo}, hierbei becleu-

tet µ (B) = J f dm das Lebesguesche Integral von / i.iber B. Dann ist 
B 

<lurch: 

P (A I B) = ,~<ti}P fiir jecles (A, B) E ij x:t 

cine bedingte W. p auf ij x:t definiert, d. h. (En, ij, :t, p) ist ein bedingter 
W-Raum von einfachem Quotienten-Typus, falls ;t nicht leer ist. Wenn 
speziell / (xi, x2 , ••• , xn) konstant gleich 1 auf En gewahlt wird, clann 
fallt µ (B) mit elem Lebesgueschen l\fa/3 11t (B) zusammen fiir jedes BE ij. 
Der bedingte W-Raum (En, IT;, '.t, p) heil3t in diesem Falle gleichma.Big. 

2. Es sei E = {1, 2, ... } die Gesamtheit der nati.irlichen Zahlen und 
{)1 , {)2 , ••• nicht negative rccllc Zahlen. Es becleute tli die Gesamtheit 
aller Teilmengen von E und ;t die Gesamtheit von allen Teilmengen 
Be;;,_ E mit O < ..J: {), < + oo. Fi.ir jedes A E ij setzen wir µ(A)= 

VEB 

.I{),; dann wird clurch 
•c! 

P (A I B) = ':~-'f:/ fiir jecles (A, B) E ij x:t 

eine bedingte W. auf ij x % clefinicrt. (E, ij, :t, p) ist dann ein beclingter 
W-Raum von cinfachem Quoticnten-Typus. Wahlt man {}, = 1, 
v = 1, 2, ... , so hcil3t (E, IT;, '.t, p) gleichmal3ig. % besteht dann aus allen 
encllichen Teilmengen von E. 

23.6. Erweiterung eines bedingten W-Raumes. Ein beclingter W­
Raum (E, IT;,%', p') heil3t eine Erweiterung eines anderen beclingten 
:Y-Raumes (E, IT;, :t, p), wcnn %r;;,. %' und p'(A jB) = p(A JB) fi.ir 
Jedes (A, B) E IT; X % gilt. Das Problem der Erweiterung, insbesondere cler 
Existenz und Konstruktion einer maximalen Erweiterung eines beliebi­
gen W-Raumes, ist bis heute noch nicht vollstandig untersucht warden. 
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A. RENY! behandelt in [l] und [2] eine spezielle Frage des Erweiterungs­
problems, namlich die Frage der Adjunktion von gewissen neuen Be­
dingungen zu dem System :t und beweist: 

I. Es sei B1 E ~ aber B1 Et %. Es gelte fern er: das System 

:tB,={BE:t: B1<;,B und p(B1 \B) >0} 

sei nicht leer und aus B2 E :tJJ,, B3 E :tB, folge B2 B3 E %. Dann kann das 
Ereignis B1 als eine ncue Bedingung zu :!: adjungiert werden. Die 
bedingte \V. mit B1 als Bedingung wird dann clurch 

P (A I B) p (A Bi l'B2) f"" . d A c-,, d f"' . B no-· 
1 = P (Bi I B

2
) ur JC es ..,.1 E u· un ur cm 2 E ~n, 

<lcfiniert und ist cindcutig, cl. h. unabhangig von der Wahl von B2 E :l::n,· 
II. Es sei cine aufsteigencle Folge von Bedingungen Bv E %, v = 

0, 1, 2, ... , mit p (Bv I Bv+ 1) > 0 gegeben und das unendliche Produkt 
ex, 

IT p(B,.\ Bv+I) sei konvergentund > 0. FiirjedesBE:tmit p (B \Bv) >0 
,, = 0 • 

fiir eincn Index ,,
0 

sci stets BB, .• E %. Gchort dann die Vereinigung 
ex, 

V Bv = B* nicht zu %, so kann B* zu % als cine ncue Bedingung 
~ = O 
acljungiert wcrclen. Die bcclingte \V. mit B* als Bedingung wird dann 

<lurch 

p (A I B*) = lim p (A I B,) fiir jccles A E ij 
V-HlO 

definiert. 
23.7. Struktur von bedingten W-Raumen. A. Mit cler allgcmeinen 

Untcrsuchung dcr Struktur der bedingten \V-Raume beschaftigt sich 
systcmatisch A. CzASZAR [1]. Es gibt bedingte W-Raume, die nicht 
von cinem a-adclitiven l\fal3 erzeugt werdcn konnen. Im folgenden be­
richtcn wir iiber die Rcsultate cler CzuszMschen Untersuchungen: 

Zu den Axiomcn {31, /32 uncl {33, die einen bedingten W-Raum (E, ~, %, p) 
crklarcn, fiigen wir folgcncle Axiome hinzu: 

{3;) Es gilt p (A I B) = p (A BIB) fiir jedcs (A, B) E ij x:t. 
{3;') \Venn Ac;,_ Be;,_ C, A E ~' BE%, CE :t ist, gilt: 

p(A \B) p(B\C) = p(A IC). 

/3~) Wcnn A;E ij, B;E %, A;c;,_ B; Bi+1, i= 1, 2, ... , n, und Bn+l = 
B1 ist, dann gilt: 

(1) 

falls aul3erdem die einc Seite cliescr Gleichung > 0 ist. tm \Vie clas Axiom /3~ mit cler zusatzlichen Voraussetzung, daf3 die 
Ercignisse B

1
, B

2
, ••• , Bn einen Zyklus bilden, cl. h. es gilt: 

'p(B; Bi+l \B;) > 0, p(B; Bi+1 \Bi+i) > 0, i = 1, 2, ... , n. 
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fJt) Das Axiom (3~ ohne die Voraussetzung, da/3 die eine der beiden 
Seiten der Gleichung (1) positiv ist. 

l\fan zeigt leicht, da/3 das Axiom {33 gleichwertig mit den beiden 
Axiomen p; und p; ist. 

Erfiillt (E, ~' %, p) nur die Axiome /31, /J2 und/J;, so hei/3t er ein ver­
allgemeinerter bedingter W-Ramn. 

B. Man sagt: eine Familie van a-additiven Ma/3en µy, y EI', erzeugt 
einen verallgemeinerten bedingten W-Raum (E, g;, %, p), wenn gilt: 

I. Fiir jedes y EI' ist µy ein a-additives l\fal3 auf ~-
II. Zu jeder Bedingung BE% existiert (mindestens) ein y EI' derart, 

dal3 0 < µ,, (B) < + oo gilt. 
III. Fiir jedes Paar (A, B) E ~ x:t und beliebiges y EI' mit O < 

. 11,,(A B) 
µy(B) < + oo gilt: p(A JB) = ,u,,lhl . 

Wir bemerken: Erzeugt eine Familie van a-additiven M:a/3en µy, 
yEI', einen verallgemeinerten W-Raum (E, g;, %, p), so gilt: 

IV. Fiir jedes Paar (A, B) E ir x:t mit A~ B und solche y
1

, y
2 
EI' 

mit µr, (B) < + oo, µr, (B) < + oo gilt: 

Pr, (A) µy, (B) =µ,,,(A) Pr, (B). (2) 
In der Tat: Falls O < f/y, (B) und O < µ,,, (B) ist, folgt (2) unmittel­
bar aus III. Gilt nun µ'Ii (B) = 0 fiir i = 1 oder i = 2, so ist fiir 
dassclbe i µy,(A) = 0, d. h. (2) gilt auch dann. 

Es sei nun umgekehrt IT; ein a-Karper van Teilmengen der Grund­
menge E, % ein nicht leeres Untersystem von IT; und µ>., yEI', eine Familie 
von a-additiven l\fa13en, die I, II und III erfilllt; dann erzeugen diese 
µy, y EI', einen verallgemeinerten bedingtcn W-Raum (E, IT;, %, p). 
In der Tat: Fiir jeclcs Paar (A, B) E iJ x:t existiert (mindestens) ein 

yEI' mit O <µ,,(B) <+oo; definiert man dann p(AJB) =µ,,(Al_!_) 
µy (E) 

fiir dieses y EI', so ist wegen IV diese Definition unabhangig von cler 
Wahl von y EI', wenn nur O < µY (B) + < oo ist. Man zeigt leicht, 
dal3 die so clefinierte beclingte W. die Axiome (3

1
, (:J

2
, (:J; erfiillt, also 

(E, ~, %, P) ein verallgcmeinerter bedingter W-Raum ist. Es gilt aber 
(vgl. CZASZAR [1]) 

a) Wird ein verallgemeinerter bedingter W-Raum (E, tY, %, p) von 
einer Familie von a-1\faOen erzeugt, so ist er ein bedingter W-Raum 
(d. h. er erfiillt clas Axiom (J;') . 
. Da aber umgekehrt jeder bedingte W-Raum (E, tY, %, p) stets von 

emer Familie von a-adclitiven MaOen erzeugt werclen kann, namlich 
von der Familie µB, BE%, die <lurch: 

µ (A)= {p(A JB), wenn A~ B, 
JJ + oo, wenn A - B =t= 0 ' A E lY 

dPfiniert ist, so gilt: 
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/3) Ein verallgemeinerter bedingter W-Raum (E, Ui, '.t, p) kann dann 
und nur dann von einer Familie von a-additiven MaJ3en erzeugt werden, 
wenn er ein bedingter W-Raum ist (d. h., wenn er das Axiom {3~ erfiillt). 

I'. Es gelten folgende Kriterien, die spezielle Strukturen von beding­
ten vV-Raumen charakterisieren: 

y) Fiir einen bedingten \V-Raum (E, Ui, '.t, p) sind folgende Eigen­
schaften aquivalent: 

1. (E, Ui, '.t, p) erfiillt das Axiom (3~. 
2. (E, Ui, '.t, p) kann durch eine Familie von a-additiven l\IaI3en 

µ.,,, y EI', erzeugt werden derart, dal3 gilt: 
\Venn O <µ.,,, (A) < + oound O <µr, (A) < + oofiir ein Paary1 E r, 

y2 EI' und ein A E ~ ist, so ist µr, (A) = µr, (A). 
c5) Fiir einen bedingten W-Raum (E, Ui, '.t, p) sind folgende Eigen-

schaften aquivalent: 
1. (E, ~. '.t, p) erfiillt das Axiom fJt 
2. (E, ~. '.t, p) kann durch eine Familie von a-additiven Ma13en 

µy, y E I', erzeugt werden derart, dal3 gilt: 
Wenn O < µy, (A) < + oo, 0 < µy, (A) < + oo fiir ein Paar y1 EI', 

y
2 

E I' und ein A E ~ ist, so ist µy, (A') = µy, (A') fiir jedes A' E Ui mit 
A'~A. 

e) Fiir einen bedingten \V-Raum (E, IT;, :t, p) sind folgende Eigen-

schaften aquivalent: 
1. (E, IT;, '.t, p) erfi.illt das Axiom fJt. 
2. (E, ~. '.t, p) kann durch eine Familie von a-additiven l\fal3en µy, 

y EI', erzeugt werden, die dimensional gcordnet ist, d. h. die Indexmenge 
I' der Familie ist geordnet und wenn flr (A) < + oo ist fiir ein A E i 
und ein y EI', so gilt µy• (A)_ 0 fiir jcdes y' EI' mit y < y'. 

LI. Um die bedingten W-Raume zu charakterisieren, die <lurch einc 
abzahlbare Familic von a-additive Mal3en erzeugt werden konnen, 
fi.ihren ,vir folgende Begriffe ein: 

Wir sagen die endliche Folge der Bedingungen B1, B 2, •.. , B,. bildet 
cine au/steige11de Kette im beclingten \V-Raum (E, lY, '.t, p), wenn gilt: 

Bv E '.t, v = 1, 2, ... , n, 

p(B. Bv+ilB,,) > 0 fiir 1' = 1, 2, ... , 11- l und 

[P (Bv Bv + 1 I Bv + 1) = 0 

fiir mindestens einen Index 11
• 

Ist B
1

, B
2

, ••• , B,. eine aufsteigende Kettc von Bedingungen 
mit p (Bv Bv + 

1
1 Bv + 1) = 0, so sagen wir, dal3 die Kette zwischen Bv und 

Bv + 
1 

einen Sprung hat. J ede aufsteigende Kette von Bedingungen 
B

1
, B

2
, ••. , B,. hat per Definition mindestens einen Sprung. 

Es gilt nun: 
C) Ein bedingter W-Raum (E, IT;, '.t, P) kann <lann und nur dann 

<lurch eine endliche Familie von MaBen u1 , µ?, •. . , µ.,, erzeugt werden, 
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die dimensional geordnet ist, wenn (E, IT;,%, p) das Axiom /Jt erfiillt 
und aul3erdem jede beliebige aufsteigende Kette von Beclingungen in 
(E, IT;, %, p) hochstens k - 1 Spriinge hat. · 

17) Ein bedingter W-Raum (E, IT;,%, p) kann dann und nur dann 
<lurch ein einziges a-additives Mal3 ft erzcugt werdcn, wenn (E, IT;,%, P) 
das Axiom f3t erfiillt und aul3erdem gilt: fiir zwei beliebige Beclingungcn 
B, B' E % gilt entweder nur p (BB' J B) = p (BB' J B') = 0 oder nur 
p (B B' J B) > 0 und p (B B' I B') > 0. 

E. Es sei (E, IT;,%, p) ein bedingter W-Raum. l. Das System % der 
Bedingungen heil3t additiv, wenn ;tV =%gilt. 2. Das System der Bedin­
gungen heil3t quasi-additiv, wenn fiir beliebige Bi E %, i = 1, 2, die 
Existenz eines BE ;I:: folgt derart, dal3 B1 V B2 ~ B und P (B1 I B) + 
p(B2 JB) > 0 ist. 

l\Ian zeigt leicht, dal3 stets aus dcr Additivitat von % die Quasi-Addi­
tivitat von % folgt. 

Es gilt: 
0) Fiir einen bedingten \V-Raum (E, !J, %, p) sind folgende Eigen­

schaften aquivalent: 
1. (E, IT;,'.:!:, p) erfiillt das Axiom f3t. 
2. (E, ~' '.:!:, p) kann <lurch eine Familie von a-aclditiven MaJ3en er­

zeugt werden, die dimensional · gcordnet ist. 
3. (E, ~' '.:!:, p) besitzt eine Erweiterung (E, ~' %*, p*), bei dcr :t* ein 

additives System ist. 
4. (E, IT;,%, p) besitzt cine Erweiterung (E, ~' %*, p*), bei der'.t* ein 

quasi-additives System ist. 
Schlie131ich gilt: 
1) Ein bedingter vV-Raum (E, ~' '.t, p) kann dann und nur dann <lurch 

ein einziges a-additives Maf3 erzeugt werden, wenn er cine Enveiterung 
(E, tr, :t*, P*) besitzt, fiir ,Yclche gilt: Aus BiE %*, i = 1, 2, folgt die 
Existenz eines BE :t* mit B1 V B2 ~ B und p* (B1 J B) > 0, P* (B2 J B) >0. 

Anhang 

Wir setzen im folgenden voraus, dal3 der Leser mit den elementaren 
Begriffen der modernen abstrakten Algebra vertraut ist. Wir erlautem 
jedoch in diesem Anhang die in diesem Bericht verwendeten Begriffe; 
beziiglich Einzelheiten verweisen wir auf die Literatur. 

I. Booloring. Als einen Boolering IT; mit Einheit bezeichnen wir einen 
algebraischen Ring mit Einheit e (vgl. iiber diese ·algebraische Struktur 
VAN DER WAERDEN [1]), der idempotent ist. In einem Boolering werden 
bezeichnet: mit a + b die Addition, mit a b die Multiplikation und mit 0 
die Null. Dail der Ring idempotent ist, wird <lurch die Eigenschaft: 
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a a = a fiir jedes a E ~ charakterisiert. Ein Boolering ist bekanntlich 
kommutativ und von der Charakteristik 2, d . h. es gilt a + a = 0 fiir 
jcdes a E ~- In eincm Boolering di kann die algebraische St;uktur eines 
Booleverbandes (= ciner Booleschen Algebra) eingefiihrt werden (vgl. 
iiber diese Struktur BIRKHOFF [l], HERMES [l]). Die Verbandsopera­
tioncn, die auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie sehr wichtig sind, 
definiert man folgendcrmaOen: a(\ b = a b, a V b = a + b + a b, 

Def. Def. 
ac = e + a, ac wird als das Komplement von a bezeichnet. Der Ausdruck 

Def. 
a +ab wird im folgcndcn auch mit a - b bezeichnct und Verbandsdiffe-
rcn:: genannt. 

Die algebraische Diffcrenz fallt in Booleringen mit der algebraischen 
Addition a + b zusammcn. Sie wird dcshalb nicht gebraucht und <las 
Zeichen - wird nur fiir die oben dcfinierte Verbandsdifferenz benutzt. 
Die Relation der Ordnuug 1, die fiir die Verbandsstruktur sehr wichtig 
ist, fiihrt man in eincm Boolering wie folgt cin: 

a~ b dann und nur dann, wenn ab= a oder damit gleichwertig 
a Vb = b. Beziiglich dieser Relation ist bckanntlich a(\ b bzw. a V b 
clas Infimum bzw. Supremum von a, b. 

2. Homomoqlhismus, lsomorphismus. Es seicn di und di* Booleringe. 
Eine cindeutige Abbilclung <p von di auf di* heiOt ein Homomorphismus 
von di auf di*, in Zeichcn tli ,..._, tli*, wcnn aus a E di, b E di stets <p (a b) = 

'P 
<p (a) <p (b) und rp (a + b) = <p (a) t rp (b) folgt. 1st ein Homomorphismus 
eineindeutig, so heiOt er ein Jsomorphismus von di auf di*, in Zeichen 

di "-' di * . 
'P 
3. Atomc. Ein Element (Ereignis) a des Booleringcs (Feldes) di heiOt 

ein Atom (elementarcs Ereignis) in lJ, wenn a =I= 0 und aus x ~ a mit 
x : a stets x = 0 folgt. · 

4. Idcalc. Es sei )8 ein Boolering. Eine Teilmenge S von )8 heiOt 
ein Ideal in 18, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1. 0 E -u'. 
2. Aus x1 E -u', x2 E -u' folgt x1 + Xz E -u'. 
3. Aus x E ,u< und y belie big in )8 folgt x y E ,u<. 
Ein Ideal ~ in )8 heiOt ein Primideal, wenn es folgende Eigenschaften 

bcsitzt: 
4. e gehort nicht zu ~-
5. Fiir jedes x E )8 gehort entweder x oder ,.,-e zu ~-
5. Opcrationcn mit uncndlich viclcn Glicdern in Booleringon. 
5.1. Es sei )8 ein Boolering und a; E )8 fur alle i E J, wobei I irgendeine 

nicht leere Menge von Indizes ist. Existiert ein Element 1t bzw. d in 

58 mit den Eigcnschaften: 

1 Diese Relation wird in der Literatur oft auch als teilweise Ordnung 
oder Halbordnung bezeichnet. 
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l. a; u = a; bzw. a; d = d fur jedes i EI. 
2. Aus x E 58 mit a; x = a; bzw. a; x = x fur jedes i EI folgt H x = u 

bzw. dx = x, so ist u bzw. d in 58 eindeutig bestimmt und wird mit 
tt = (58) V a; bzw. d = (58) (\ a; bezeichnet und die Vereinigu11g 

icl icl 
(51,premum) bzw. der Durchschnitt (Infimum) aller a; E 58, i EI, in m 
genannt. Ist I endlich, so existieren 1t und d stets. Der Durchschnitt 
fallt dann mit dem Produkt zusammen, d. h. es gilt: d = ~ (\ a2 (\ • • • 

(\a"=~ a2 • • • ak. Fi.ir die Vercinigung zweier Elemente gilt: 
~ V a2 = a1 + a2 + ~ a2• 

5.2. Wir bezeichnen mit JE I die Machtigkeit einer Menge E, und 
zwar wenn E aus Elementen einer Algebra besteht, die Machtigkeit be­
ziiglich der Identitat dcr Algebra. Ein Boolering 58 heil3t ein m-Boolc­
ring oder auch stabil fiir die Verbandsoperation mil m Gliedern, wenn fiir 
jedes I mit II I < m, wobei m eine Kardinalzahl bedeutet, und a; E m, 
i EI, der Durchschnitt (58) (\ a; in 58 existiert. Man beweist dann, claf3 

icl 
auch (58) Va; in 58 existiert. Ein I 581-Boolering 58 heil3t ein Vall­

ie I 

Boolering. In einem Voll-Boolering 58 existicren fiir jede belie bigc 
Familie a; E 58, i EI, die Elemente (58) (\ a; bzw. (58) Va; in 58. 

icl icl 
Eincn ~0-Boolering werden wir auch <1-Boolering nennen. 

5.3. Eine Teilmenge 12{ eines m-Booleringes 58 heil3t ein m
1
-Boole-

1mterring von 58, 2 < m1 < m, wenn 12{ stabil fiir die endlichen Ring­
operationen ist, dieselbe Null und Eins wie 58 hat und au13erdem cler 
folgenden Bedingung geniigt: 

(E) Fiir jede Familie von Elcmentcn a; E 12!, i EI, mit JI J < m
1 

ist (58) (\ a; ein Element von 'i2{. 
icl 

Es gilt dann (offenbar) ('i2() (\ a; = (58) (\ a; E 12!. 
icl icl 

<1-Booleunterring wircl als aquivalcnt mit ~0-Booleuntcrring clefinicrt. 
\Venn m1 > 2 und m1 encllich ist, so nennen wir 'i2{ einfach einen 

Booleunterring von 58, denn fur encllichcs m1 fa.Ht dcr Begriff des me 
Booleunterringes mit dem des 2-Booleunterringes zusammen. 

5.4. Ein m1-Booleunterring 12! eines m-Booleringes 58 (m
1 

< m) hei13t 
m 2-reguliir (m2-invariant) beziiglich 58, wobei m

2 
cine beliebige Machtig­

keit bedeutet, wenn folgende Bedingung erfi.illt ist: 
(R) Aus der Existenz von (12!) (\ a;, a, E A, i EI, in 'i2{ fur ein belic­

ic I 

biges I mit JI J < m2 folgt die Existenz von (58) (\ a; in 58 und es gilt: 
icl 

(58) (\ a; = ('i2{) (\ a;. 
icl icl 

Fur m2 = I 12! I heil3t 12{ totalreg11liir beziiglich 58. 
Statt ~0-regular sagen wir auch a~regular. 
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Aus der Definition 5.3 folgt: Ein m1-Booleunterring eines m-Boole­
ringes 58 ist fiir m2 :-S:: m1 < m stets m2-regular beziiglich 58. Insbesondere 
ist also ein a-Booleunterring eines a-Booleringes stets a-regular. Dagegen 
braucht ein Booleunterring eines Booleringes bzw. a-Booleringes nicht 
a-regular zu sein. 

5.5. Es sei 58 ein m-Boolering mit m > 2 und Steine beliebige, nicht 
Jcerc Tcilmenge von 58. Dann existiert stets der kleinste Booleunterring 
bzw. m1-Booleunterring (~0 < m1 < m) in 58 iiber ST, in Zeichen R (St) 
bzw. Rm, (SI) und ist eindeutig bestimmt. Hat cine Teilmenge St des 
m-Booleringcs 58 die Eigenschaft R (Sr) = 58 bzw. Rm, (St) = 58, 
~o :-S:: m1 < m, so heiJ3t St einc erze11gc11de bzw. m1-crzc11ge11dc Basis von 58. 

Fiir m2 > m1 braucht im allgcmeinen Rm, (Sr) als m1-Booleunterring 
von 58 betrachtet, nicht m2-regular beziiglich 58 zu sein; z. B. ist R (St) 
nicht stets a-regular beziiglich 58. 

5.6. Wichtige Beispiele. Es sei E cine Grundmcnge von Punkten, 
dann wird stets mit l,J3 (E) der Boolering samtlicher Teilmengen von E 
bezcichnet. l,J3 (E) ist ein Voll-Boolering. Ist E Trager ciner Topologie 
und bezeichnct DE bzw. WE die Gesamtheit aller offenen bzw. abge­
schlossenen Teilmengen von E, so bcsteht bekanntlich R0 (Dd bzw. 
R

0 
(WE) aus alien Borelschcn Teilmengen von E und er wird als der a­

Boolering allcr Borelschen Teilmcngcn von E bezeichnet, in Zeichen: 

Es sci E = {~ : O < ~ < 1} (vgl. Beispiel 1 Nr. 2.4, Kap. I), 6 die Gesamt­
hcit aller Intcrvalle der Form Ip= [O, /3) fiir alle reellen Zahlen {3 mit 
0 < {3 < 1 und \ll der kleinste Korper VOil Teilmcngen von E i.iber e. 
Dann ist \2( = R (<S) und cs gilt: 

\"BE= R0 (<S) = R0 (DE) = R0 (\llE)• 

m ist bcziiglich 58E nicht a-regular. 
5.7. a-ldealc, a-Homomorphismen. Es sei 58 ein a-Boolering und 8 

em Ideal in 58 (vgl. Nr. 4). 8 hci13t ein a-Ideal in 58, wenn gilt: 

00 

Aus X; E 8, i = 1, 2, ••. , folgt (58) V X; E 8. 
i=l 

Wenn 58 ein Boolering (bzw. a-Boolering) und 8 ein Ideal (bzw. a-Ideal) 
in 58 ist, so bezeichnen wir mit 58/8 den Restklasscn-Ring mod. S, 58/S ist 
wiccler ein Boolering (bzw. a-Boolering); x/S bezeichnet dann die Rest­
klasse aus 'if3/S mit elem Reprasentanten x E 5B. Ist m ein Booleunterring 
von 'if3, so br.cleutet fil/S die Gesamtheit der Restklassen a/S aus 5B/S 
fiir allc a E m. \2£/S ist dann ein Booleunterring von 5B/S. 
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Ein Homomorphismus 58 ,.._, 58* (vgl. 2) des Booleringcs 58 au£ den 
q, 

a 
Boolering 58* heil3t ein <1-Homo111orphism11s, in Zeichcn 58 --;-· 58*, wenn 

00 00 

gilt: Aus (58) (\ ai = 0 folgt (58*) (\ <p (a;) = 0. 
i=l i=l 

Besteht ein Isomorphismus 58 ,..__, 58* von 58 au£ 58* und existiert 
q, 

(58) (\ a; = a in 58 fur eine Familie von Elementen a;E 58, iE I, so existicrt 
ic I 

(58*) (\ <p (a;) und ist gleich <p (a). Entsprechendes giltfi.ir Vereinigungen. 
icI _ 

Ist aber 58* ein Booleunterring eines Booleringes 58 und 58 ,..__, 58*, so 
q, 

folgt aus (58) (\a;= a dann und nur dann (5B) (\ <p (a;) = <p (a), 
icI icI 

wenn 58* m-rcgular fi.ir m = I I I bezi.iglich 5B ist; wcnn also 58 cin 
a-Boolering ist, so ist auch 58* ein a-Boolering, jedoch nicht stets ein 

a-Booleunterring von 58. 

5.8. Einbettung eines Booleringes in cincm andcrcn Boolcring. Es 
sci ~{ ein Boolering und 58 ein m-Boolering mit m > ~0• Existiert ein 
Booleunterring ~{0 von 58, der zu W isomorph ist, so heil3t W0 eine Ein­
bettung von ~( in 58. Ist W0 m1-regular bzw. totalregular bezi.iglich 58, 
so heil3t filo eine m 1-reguliire bzw. totalreguliire Einbettzmg von fil in 58. 
Gilt aul3crdem Rm(~lo) = 58, so heil3t 58 einc m 1-reg11liire bzw. total­
reguliire m-Erweiterung von ~{. Im Falle m1 = m sagen wir auch: 
58 ist cine m-regulare Erweiterung von ~(. Nach l\·IAcNEILLE [1] kann man 
stets cinen belicbigen Boolering W totalregular in cinem Voll-Boolcring 
einbetten, den man durch Bildung von Dedckindschen Schnittcn aus 
den Elementcn von W erklart. Es sei W0 die Einbettung von Win dem 
MacNeilleschen Voll-Boolering 58. Der kleinstc a-Boolcuntcrring R0 (~{0) 

von 58 i.iber fil0 ist dann eine totalregulare a-Erweiterung von fil; sic ist 
bis auf Isomorphic eindeutig bestimmt. Im Gegcnsatz zu den total­
regularen a-Erweiterungen eines Booleringes W brauchen die a-reguHi.rcn 
Erweiterungen von ~{ nicht zueinander isomorph zu sein. Verzichtet 
man auf die m-Regularitat der Erweiterungen fi.ir m > ~0, so kann man 
jeden a-Boolering 58, der cine beliebige isomorphc Einbettung fil0 von ~{ 
so enthalt, dal3 58 = R 0 (fil0) gilt, als cine a-Erweiterung von W erklaren. 
Es existieren im allgemeinen mehrere solche a-Erweiterungen eines Boo­
leringes W, die zueinander nicht isomorph sind. 

5.9. Algebraischc J{onvergcnz. Es sci 58 ein a-Boolering und Sr cine 
nicht leere Teilmenge von 58; dann existiert der kleinste Booleunterring 
St'0 von 58 i.iber Sr, der folgendermal3en gebildet wird: Man adjungiert e 
zu Sr, falls e noch nicht in Sr vorhanden ist. Man adjungiert ferner zu der so 
entstehcnden Menge SP alle endlichen Vereinigungen (bzw. Durchschnit­
te) x1 V x2 V · · · V xn (bzw. x1 x2 • • • x,,) aus Elementen von St1, so 
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entsteht die sogenannte V- (bzw. /\-) Hi.ille Sl 1 V (bzw. SP") von SF. l\Ia,i 
adjungiert schlieJ3lich zu fl 1 v (bzw. SP") alle endlichen Summen (Ver­
bindungen) y1 t y2 t y2 t · ·· · t Yk aus Elementen von SP" (bzw. 
St1 v) 1 • Es entsteht so cler klcinsteBooleunterringSr0 = Sl1V"!" = 51 111 + 

Def. 

von IB iiber Sr. 
Es sei 5r eine nicht leere Teilmenge von 5B, clann wircl mit Sla bzw . .ll~ 

die Teilmenge von 5B bezeichnet, die aus .\l' durch Adjunktion aller: 
(IB) V bzw. (IB) (\ a; mit a; E Si', 1: EI, uncl jI j < ~o cntsteht. 

icI icl 
In einem a-Boolering 5B spielt eine sehr wichtige Rolle die sogenannte 

algebraische Konvcrgenz (o-Konvcrgcnz = Ordnungskonvergenz). Eine 
Folge von Elementen a,,, J' = 1, 2, ... , konvergiert algebraisch gcgcn 
a E >U, in Zeichen: a = Jim alga,,, clann und nur clann, wenn gilt: 

00 00 00 00 

a= n V a,• +Q = V (\ av+n2• 
v=lQ = l • = lu = l -

Diese Konvergcnz erfi.illt die beidcn bckanntcn Frechetschcn Eigcn­
schaften: 

1. \Venn a.= a, JI = 1, 2, ... , chum lim alg av= a. 
2. \Venn lim alga.= a uncl ak,,, v = 1, 2, ... , eine TeilfoJge von 

a., JI= 1, 2, ... , ist, so clann Jim alg ak,, = a. 
AJs die Abschlicl3ung einer Tcilmenge ft von ~ beziiglich dcr aJgebrai­

schen Konvergenz, in Zeichen: Si 1, bezciclmcn wir die :Menge cler Limcs­
cJemente allcr algcbraisch konvcrgenten Folgcn mit EJcmentcn aus St' 
in IB. 

Es gilt: 

Wenn sts;; 9), ist, so ist Sl1~ 9Jl.1. 

Fiir die aJgebraische Konvergenz gdten: 

lim aJg (a. V b,,) = Jim aJg a. V Jim alg b., 

Jim aJg (a.(\ b.) = Jim aJg a,,(\ Jim alg b., 

Jim aJg (a. + b,,) = Jim alg a. + lim alg b •. 

Aus <liescn Eigcnschaften folgt: \Venn \2( cin Booleunterring von ~ ist, 
so ist auch 52(1 ein BooJeunterring von ~-

Wir definieren jetzt <lurch folgendc transfinite Rekursionsformcl die 
~-te Abschliel3ung eines Booleuntcrringes 9! von IB. 

W
0 

= 9(, 9{1 = 9(1, We= 9li- 1, falls ~ cine isolicrte Orclinalzahl ist 
und We = V Wry, falls~ cine Limesordinalzahl ist. (Hierbei wircl mit V 

ry<; 

1 Bei alien Adjunktioncn werden die Operationen in \TI durchgefiihrt. 
2 Die Operationen sind als in ~\ durchgefiihrt zu vcrstehen. 
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die mengen theoretische Vereinigung bezeichnet.) Es gilt off en bar: 

2fo ~ 2{1 ~ ••. ~ W; ~ ... ~ mw,• g < W1, 

wobei w1 die erste nicht abzahlbare Ordinalzahl bedeutet. Es gilt nun: 
Jede Abschlieilung 2(e g :S:: w1, ist ein Booleunterring von m und die 
Vereinigung aller dieser Booleunterringe, d. h. das System: 

mw, V V m; = mw, 
e<w, 

ist der kleinste a-Booleunterring von m iiber W. Den kleinsten a-Boole­
unterring von m ii.her W konstruiert man auch folgendermailen: Man 
konstruiert eine transfinite Folge: 

mo~ ml~ .. -~ W;~ ... 

von Booleunterringen von m fur jede Ordinalzahl g < w1, wie folgt: 
(o) 2£0 = ~(, (g): Ist 2(11 fur 'Y/ < g schon definiert, so setze man ~; = V W,, 

11<e 
und bilde das System <S~ in m. l\fan bilden dann e;~n"!", dies ist ein Boole-
unterring von 58. Man setze We= e;~n"!"_ Dann ist die Folge for jede 
Ordinalzahl ; < Wi definiert und es ist V We ein a-Booleunterring von 

e<w, 
m, dcr mit dem kleinsten a-Booleunterring von 5S uber 2( zusammenfallt. 

5. 10. Distributivitilt in Booleringen. Ein Boolering m heil3t a-distri­
butiv bzw. volldistributiv, wenn gilt: Fur jede Folge a;, i = 1, 2, ... , 

00 

bzw. jede Familie a;, i EI, mit (5!3) V a; bzw. (m) V ai in 58 exi-
i = 1 ie:I 

00 

stiert auch (58) V b a; bzw. (58) V b a; in 58 uncl es gilt 
i=l ie:I 

00 00 

(58) b .V a;= (58) V b a; hzw. (58) b Va; = (58) Vb a; for jecles b E 58. 
t=l i=l ie:l ie:I 

Ein Boolering 58 heil3t im erweiterten Sinne a-distributiv, wenn er fol­
gentle Eigenschaft besitzt: 

Es sei N die Gesamtheit aller Folgen v = (vk• ll = 0, 1, 2, ... ) mit 
vk E {O, 1, 2, ... }, Ii = 0, 1, 2, . . . Es sei ferner cine Doppelfolge gege­
ben: 

i = 0, 1, 2, .. . 

j = 0, 1, 2, .. . 

00 00 00 

Wenn dann alle V ai,i for i = 0, 1, 2, ... , (\ V ai,j uncl 
i=O i=O j=O 

00 . 00 

,.,0 ak,v,, fur alle v EN in 58 vorhanclen sind 1, dann soll auch V (\ ak, v,. 
-0 ve:Nk=o 

1 Die Operationen sind in ~ zu verstehen . 
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111 m vorhanclen scin uncl cs soil gel ten: 
00 00 00 

(\ V a;_j = \J /\ ak.•··· 
k = Oj -0 0 ,·cSk = O •· 

Ein a-Boolcring ist stets a-clistributiv , abcr im allgcmci nen nicht im 
erweitcrten Sinnc a-clistributiv 

\Venn in einem Boolcring t\ die obige Eigenschaft nur fiir Doppclfolgen 
i = 0, 1, 2, . . . . , i = 0, l, 2, ... 

a;,; Em, ,- - 0 I 9 ' m1t a;,;== a;, j ' l• . - 9 • gilt, c.lann 
1 - , . , -, . . . 1 - 0, 1, ~, ... 

heil3t der Boolcring sc/zwaclz a-distrib11tiv (vgl. HORN-TARSKI [1]). Ein 
Boolering m heil3t im crwcitcr!C11 Si1111c volldistri/111/iv, ,,·cnn er fol­
gencle Eigenschaft besitzt: 

Es scien S uncl T,,, fl ES, bcliebige Inclexmcngen. Es bedeutc R 
die l\fonge allcr Abbilclungcn (f, die jeclcm /l ES ein cp (,u) E T,, zuorclnen. 
Schliel3lich sci a,,,,. E ~H. p ES, 1• E T,, cine Familic von Elcmentcn ans 
5H. Existiercn cla1111 in m: 

d1, = /\ a.,,.,., fl E S; V d,,; V a,,,,, c,,), ,1 E R. 
l'C'J',, /ICS /lCS 

so soil auch (\ V a,,. ,re,,) in m existieren uncl cs soil gelien: 
([CJ/ /I£,',; 

\J (\ a,, ... =(\ V a,,.,r(,,)· 
/I C S I'£ 'J'/I 1{ £ J/ /1 C S 

Ein Boolering m ist dann uncl nur cla1111 im erweitertcn Sinnc vollclistri­
butiv, wcnn er atomar ist (vgl. ENm!OTO [1], KOWALSKY ~l J). 
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