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Yorwort

LEBESGUE hat am Anfang dieses Jahrhunderts den Begriff des MaBes
eingefiithrt, der eine Erweiterung des dlteren Begriffes des Inhalts war.
So schuf er die Moglichkeit, den Definitionsbereich des Inhaltes auf mehr
Teilmengen der Zahlengeraden, allgemeiner eines euklidischen Raumes,
zu erweitern. Es entstand dann die Frage, ob jede Teilmenge mefBbar ist.
VitaLl entdeckte 1905 die Existenz von nicht meBbaren Teilmengen
der Zahlengeraden. Spiter, als man abstrakte MaBe auf Mengenkérpern
bzw. Booleringen (Booleschen Algebren) einfiihrte, erhob sich, neben
dem Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches des abstrakten
MaBes, auch die Frage, ob man auf einem beliebigen Mengenkérper bzw.
Boolering ein nicht triviales MaB, und zwar mit bestimmten Eigenschaf-
ten erkldren kann. Dies ist im allgemeinen nicht méglich; hier geht
wesentlich die Struktur des Mengenkorpers bzw. des Booleringes in das
Problem ein. Diese Frage ist fir die Wahrscheinlichkeitstheorie von
besonderer Bedeutung, weil man in dieser Theorie die Zufallsereignisse
mit abstrakten Mengen oder mit Elementen eines Booleringes darstellt
und die Wahrscheinlichkeit als ein normiertes und in gewissen Féllen
strikt positives MaB betrachtet. Uber die Strukturtheorie der Wahr-
scheinlichkeitsfelder und -riume sind deshalb in den letzten Jahrzehn-
ten viele Untersuchungen angestellt worden. In dem vorliegenden Be-
richt haben wir versucht, das Wichtige davon zusammenzustellen. Ein
groBer Teil des Berichtes wird den verschiedenen Arten der Unabhin-
gigkeit und dem Begriff des cartesischen Produktes gewidmet, Begriffe,
die hauptsichlich aus Problemen. der Wahrscheinlichkeitstheorie ent-
standen sind und eine groBe Rolle bel ‘der Charakterisicrung der
Struktur der Wahrscheinlichkeitsfelder spielen.

Herrn Privatdozent Dr. HEINZ BAUER (Hamburg) habe ich fiir die
zahlreichen kritischen Bemerkungen und Verbesserungsvorschlige, sowie
fiir das miihevolle Lesen von Manuskript und Korrekturen herzlich zu
danken, ferner den Herren Prof. Dr. KLaus KRICKEBERG (Heidelberg),
Dr. WERNER UHLMANN (Hamburg), Dipl.-Math. PauL GEorGiou und
Dipl.-Math. ANasTassios MaLLios (Athen) fiir das Lesen der Korrek-
turen und ihre Ratschlige. Dem Springer-Verlag sei gedankt fiir die
sorgfiltige Ausstattung des Buches.

Athen, November 1959
Demetrios A. Kappos
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Einleitung

1. Die ersten Begriffe und Sitze der Wahrscheinlichkeitstheorie
wurden gebildet bei der mathematischen Behandlung der Gliickspiele.
Am Anfang konnte man sichin dieser Theorie mit elementaren mathemati-
schen Hilfsmitteln aushelfen. Die benutzten Methoden waren jedoch
nicht befriedigend und exakt genug. Die groBe Bedeutung auBerdem,
die diese Theoric in unscrem Jahrhundert als Hilfswissenschaft bei zahl-
reichen anderen Wissenschaften erlangte, verlangte nach neuen mathe-
matischen Methoden und Begriffsbildungen, um die neu entstandenen
Probleme zu bewiltigen. Den mathematischen Apparat dazu lieferte
hauptsichlich die gleichzeitig hochentwickelte MaB- und Integrations-
theoriec. In der Gegenwart sind die maBtheoretischen Methoden so weit
in die Wahrscheinlichkeitstheorie eingedrungen, daB man behaupten
kann, die Wahrscheinlichkeitstheorie sei ein Teilgebiet der abstrakten
MaB- und Integrationstheorie. Hiermit verliert sie jedoch nicht voll-
stindig ihre Eigenart. Viele ihrer Begriffe konnen maBthcoretisch for-
muliert und behandelt werden, sie wurden aber zuerst bei Wahrschein-
lichkeitstheoretischen Problemen gepriigt und 6ffneten so der Maf3- und
Integrationstheoric neue Gebiete und Methoden.

2. Eine systematische Einfithrung von mafBtheoretischen Methoden
in die Wahrscheinlichkeitstheorie geschah zuerst im Heft 3 des zweiten
Bandes der Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, das von
A. KoLM0oGOROFF mit dem Titel: Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung im Jahre 1933 geschrieben wurde. Der Kolmogoroffsche
Standpunkt zur mathematischen Grundlegung der Wahrscheinlichkeits-
theorie wurde vom statistischen Standpunkt aus durch die Kritik
von W. WALD (Die Widerspruchsfreiheit des Kollektivbegriffes, Ergeb-
nisse eines math. Kolloquiums, Heft 8, Wien 1937) an der von Mises-
schen statistischen Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie gefordert.
Das Biichlein von KX0LMOGOROFF bildete in den drei letzten Jahrzehnten
die Grundlage der mathematischen Forschung in der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Neuerdings sind systematische Lelirbiicher herausgekom-
men, die maBtheoretisch die Wahrscheinlichkeitstheorie oder gewisse
Teilgebiete von ihr behandeln. Wir werden deshalb in unserem Heft
nicht das wiederholen, was schon systematisch geschehen ist, sondern
uns auf eine spezielle Frage beschrinken, die sowohl die Wahrschein-
lichkeitstheorie als auch die MaBtheorie betrifft, nimlich die Frage der

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 24, Kappos 1



2 Einleitung

Struktur der Wahrscheinlichkeitsfelder. In den zwei letzten Jahrzehnten
ist in dieser Richtung viel geforscht worden, was bis heute nicht systema-
tisch zusammengestellt ist.

3. Die von C.CARATHEODORY eingefiihrte abstrakte MaBtheorie
auf Booleringen erlaubt einen besseren Uberblick iiber die Struktur der
Wahrscheinlichkeitsfelder. Mit Hilfe dieser Theorie kann man auch fol-
genden Mangel, mit dem die mengentheoretische Begriindung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie behaftet ist, beheben (vgl. Karros [1, 4, 5],
KormoGoRroFF [2]). Bei der Erklirung nimlich der Ereignisse als meB-
baren Teilmengen einer Grundmenge E, deren Elemente (Punkte) auch
als elementare Ereignisse betrachtet werden, ist man gezwungen, ge-
wissen Ereignissen (Nullmengen, d.h. Mengen mit dem MaB Null) die
Wahrscheinlichkeit Null zuzuordnen, obwohl diese Ereignisse ver-
schieden vom unméglichen Ereignis (leere Menge), also realisierbar sind.
Entsprechend muB man unter Umstinden Ereignissen, die verschieden
von der GewiBheit (Grundmenge E) sind, die Wahrscheinlichkeit 1 zu-
ordnen. AuBerdem betrachtet man gewisse Teilmengen der Grundmenge
(nicht meBbare Teilmengen) nicht als Ereignisse, obwohl die Punkte,
aus welchen diese Mengen bestehen, als realisierbare Ereignisse betrachtet
werden. Uberhaupt ist der Begriff des elementaren Ereignisses (Punktes)
bei Grundmengen (Merkmalrdumen) von einer Michtigkeit >N,
eine kiinstliche (ideelle) Erfindung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie
(vgl. KoLMmoGoRrOFF [2]), der mit Hilfe von konkreten Ereignissen ein-
gefiihrt ! wird. Bei der mengentheoretischen Begriindung der Wahrschein-
lichkeitstheorie stellt man jedoch diesen kiinstlichen Begriff in den Vor-
dergrund und erklirt hicrmit Ereignisse, die eventuell einen konkreten
Sinn haben, als Mengen von solchen Punkten. AuBerdem wird eine wichtige
Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit, nimlich die g-Additivitit (Total-
additivitat) bei der mengentheoretischen Begriindung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie axiomatisch gefordert aber nicht geniigend gerecht-
fertigt; sie folgt bekanntlich nicht aus der endlichen Additivitit, die
eine natiirliche und empirisch gerechtfertigte Eigenschaft der Wahr-
scheinlichkeit ist.

Um solche Mingel der mengentheoretischen Begriindung zu ver-
meiden, erkliren wir im Kapitel I ein Wahrscheinlichkeitsfeld als ejnen
Boolering mit einer strikt positiven und additiven Wahrscheinlichkeit,
Wahrscheinlichkeiten, die die Eigenschaft der strikten Positivitit nicht
besitzen, bezeichnen wir als Quasi-Wahrscheinlichkeiten. Im Kapitel IT

1 Z. B. betrachtet man beim Problem der abzihlbaren \Viederholung
eines zweigliedrigen Versuches als Merkmalraum (Raum der elementaren Er-
eignisse) die Gesamtheit aller abzihlbaren Folgen x,, » =1, 2, ..., wobei
xy = 0 oder 1 bedeutet. Die Menge der elementaren Ereignisse ist also
iiberabzihlbar. Hochsteris abzihlbar viele aber davon, oder in manchen
Fillen iiberhaupt keins davon, konnen eine Wahrscheinlichkeit == 0 haben,
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zeigen wir, wie man stets durch eine metrische Erweiterung des Wahr-
scheinlichkeitsfeldes die wichtige Eigenschaft der g-Additivitidt der Wahr-
scheinlichkeit erhalten kann. Erst im Kapitel III fithren wir den Be-
griff des Wahrscheinlichkeitsraumes der klassischen Theorie ein und zei-
gen, daB jedes Wahrscheinlichkeitsfeld stets durch einen Wahrscheinlich-
keitsraum dargestellt werden kann derart, daB3 die Wahrscheinlichkeit bei
dieser Darstellung die Eigenschaft der g-Addivitit besitzt. Umgekehrt
kann man aber aus einem Wahrscheinlichkeitsraum durch Bildung von
Restklassen modulo Nullmengen zu einem Wahrscheinlichkeitsfeld iiber-
gehen. Die beiden Theorien leisten deshalb dasselbe. Wiinschenswert
wire aber, alle bekannten Probleme der Wahrscheinlichkeitstheorie direkt,
d. h. ohne Ubergang zu einem Wahrscheinlichkeitsraum, zu formulieren
und zu beweisen und dies deshalb, weil wir glauben, daB dann nicht nur
bekannte Resultate iibersichtlicher werden, sondern auch die direkten
Methoden leichter zu neuen Erkenntnissen fithren werden. Dies zeigen
z. B. dic direkten Methoden, die neuerdings K. KRICKEBERG [1, 2]
in seinen Untersuchungen in der Theorie der stochastischen Pro-
zesse anwendet. Solche Fragen beschiftigen uns nicht in unserem Heft.
Wir hoffen aber, daB dieser Standpunkt der Begriindung der Wahrschein-
lichkeitstheorie, dessen Wichtigkeit auch K0oLMOGOROFF neuerdings be-
tont ([2]), das Interesse fiir Untersuchungen dieser Art anregen wird.

4. Der Begriff des cartesischen Produktes mit beliebig vielen Fak-
toren, wie auch die Begriffe der verschiedenen Arten der Unabhingig-
keit sind aus Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie entstanden und
spielen cine groBe Rolle fiir die Charakterisierung der Struktur der Wahr-
scheinlichkeitsfelder. In dieser Richtung ist besonders viel von polni-
schen Mathematikern geleistet worden. Diesen Begriffen widmen wir
die iibrigen Kapitel unseres Heftes. In Nr. 17 berichten wir iiber die
nicht separablen invarianten Erweiterungen des linearen Lebesgueschen
MaBes. Diese interessante Theorie, die auch in groBem Zusammenhang
mit dem Begriff der Unabhiéngigkeit steht, verdankt man S. KAKUTANI
und J. C. OXTOBY.

Neuerdings hat A. RENYI eine Verallgemeinerung des Begriffes des
Wahrscheinlichkeitsraumes eingefiihrt, die fiir viele Anwendungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie bedeutsam ist. Am SchlufB des Heftes berich-
ten wir einiges dariiber, besonders iiber die Strukturtheorie von solchen
Rédumen. Eine direkte Formulierung auch dieser Theorie wire wiin-
schenswert.

1*



Kapitel I
1. Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsfeldes

1.1. Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsfeld (kurz: W-Feld) ist eine
nicht leere Menge &, genannt Feld, von Dingen: a,b,... x,v,...
genannt Ereignisse, mit folgenden Eigenschaften:

«) & ist versehen mit der algebraischen Struktur cines Booleringes
mit Einheit e (vgl. Anhang Nr. 1)1

f) Auf § ist eine eindeutige, reellwertige Funktion w, genannt Wahr-
scheinlichkeit (kurz: W.) definiert, die folgende Eigenschaften besitzt:
w(x) ist )

Ba) strikt positiv, d. h. w(x) = 0, und zwar gleich Null dann und nur
dann, wenn x =0 ist, wobei @ die Null des Booleringes § bedeutet;

fs) normiert, d. h. w(e) =1, wobei e die Einheit von & bedeutet;

fa) additiv, d. h. w(x\V y) =w(x) + w(y), falls x y = 0.

Ein W-Feld wird kurz mit (§, w) bezeichnet und auch das Feld
mit der W. w genannt.

Es sei B ein Boolering. Kann auf 8 eine Funktion w definiert werden,
die die Eigenschaften g, f;, B2, B besitzt, so sagt man ,,Der Boolering B
kann eine W. tragen'* oder ,,Der Boolering B kann als ein W-Feld (B, w)
erklirt werden'*. Die Beispiele der folgenden Nr. 2 werden zeigen, daf
der Begriff des W-Feldes nicht leer ist, denn gewisse sehr wichtige
Klassen von Booleringen kénnen Wahrscheinlichkeiten tragen. In
Nr. 4 wird jedoch gezeigt, daB es Booleringe gibt, die keine W. tragen
koénnen.

1.2. Quasi-Wahrscheinlichkeit. Verlangt man von der W. statt der
Eigenschaft f;) eine schwichere Eigenschaft, nimlich

BY) w(x) ist micht negativ, d.h. es gilt w(x) = 0 fiir jedes v € §,
so wird dann in Nr 4 gezeigt, daB jeder Boolering B eine solche W, die
wir als eine Quasi-W. bezeichnen, stets tragen kann. Ein Feld {§ mit einer
Quasi-W. v wird dann als ein Quasi-W-Feld bezeichnet.

1.3. Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit. Man zeigt leicht folgende
Eigenschaften der W.:

1 Im folgenden kommen nur Booleringe mit Einheit in Betracht; deshalb
ist unter einem Boolering stets genauer ein Boolering mit Einheit zu ver-
stehen.




I.1. Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsfeldes )

f,) Dic W. w ist eine streng monoton wachsende Funktion, d. h. aus
xC y folgt w(x) = w(y), und zwar ist w(x) <w(y), wenn auBerdem
x =%y, d.h. wenn x C y ist.

Bs) Fiir beliebige x, y € § gilt: w(x) + w(y) = w(x \J y) + w(x y).

Be) w(x°) =1 —w(x) fir jedes x € §.

B7) Fir beliebige x;, x,, . . ., %, €F gilt:

w(x) Fw(x) + - +Fwx) = wxmVa,V.- Uy,
und zwar dann und nur dann Gleichheit, wenn x; x; = 0 fiir alle Paare
7,7 mit ¢ 5= 7 gilt.

Be) w(x) =1 dann und nur dann, wenn x =e.

Bg) Boolesche Formel. Fir beliebige xy, %,, ..., 4, € & gilt:

() Zw(xy x50+ - %) 21 —w(x]) —w(af) —- - —w(af),
i=12 ...,k

Bemerkung. Die Eigenschaften f;, f; und f, gelten auch fiir die
Quasi-W. Die Eigenschaft 5, gilt in der schwicheren Form:

B¥) Die Quasi-W. ist monoton nicht abnehmend, d.h. aus xSy
folgt w(x) = w(y).

Die Eigenschaft B, gilt mit der ,Anderung‘: und zwar dann Gleich-
heit, wenn fiir alle Paare 7,7 mit ¢ 5= 7 gilt x; x; = 0.

Fiir die Quasi-W. koénnen Elemente x =@ bzw. x == ¢ vorhanden
sein mit w(x) = 0 bzw. w(e¢) = 1.

Die Eigenschaft g5 der W., die, wie bereits bemerkt wurde, auch fiir
die Quasi-W. gilt, 1iBt sich fir drei Elemente x5, x,, %, erweitern. Wir
haben nédmlich zuerst nach fy:

w (%) + @ (%) = w(x; V xp) + w(wy xp),
also durch weitere Anwendung von f;:
w(%;) + w (%) + @ (xy) = w (% V x,) + w(x; xp) + w0 (%)

=w(x; U x, U %) + (% 23V, x5) + w (g %),

also schlieBlich:
B3) Fiir beliebige xy, x5, %€ F gilt:
() + (i) + () =0 (5 YU ) +
+ w(x; 25V %y 23V %, x5) + w(xg X Xg).

Durch vollstindige Induktion zeigt man folgende Eigenschaft der W.

bzw. der Quasi-W.:
p2) Fiir beliebige x,, x,, ..., ¥, € F gilt:

n N n 2
Emm=sw(u A%»
=1 k=1 \pesnk ik
wobei S™* die Gesamtheit aller Folgen natiirlicher Zahlen

p="{br b ... 0 mit 1=p < -+ <p,<n bedeutet.



6 I.1. Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsfeldes

1.4. Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der Relationen
und Operationen der Algebra eines W-Feldes. Die Interpretation der
Relationen und Operationen der Algebra eines W-Feldes rithren im
wesentlichen her von der Theorie der Gliickspiele. Da die Ereignisse
in der Theorie der Gliickspiele gewissen Aussagen entsprechen?, pflegt
man bei dieser Interpretation meistens die Sprache der naiven Logik
(Algebra der Logik) zu verwenden (vgl. HILBERT-ACKERMANN, Grund-
ziige der theoretischen Logik, 3. Auflage, 1949), d. h.

ach wird interpretiert: aus a folgt 0.

aNb=ab " " a und b.

a\Jb ) . a oder b (mindestens cins von «
oder b).

a° - " nicht a.

a+b ” . a oder b, jedoch nicht a und 0.

a—b ) " a und nicht b.

0 bzw. x =0 v . Unméglichkeit bzw. x ist unmog-
lich.

e bzw. x =¢ i " GewiBheit bzw. x ist gewil.

x==0und x=¢ ) ¥ ist moglich (realisierbar) oder x
ist eine Mdéglichkeit (Realisierbar-
keit).

ab=0¢ ) ., a und b sind unvereinbar (unver-
triglich).

w(a\Jb) =gq ), ) Die W. dafiir, daB mindestens eins
der Ereignisse a oder b eintritt,
ist gleich gq.

w(ab) =p ) ) Die W. dafiir, daB die Ereignisse
a und b gleichzeitig eintreten, ist
gleich $.

usw,

In einem W-Feld (§, w) gelten:

w(x) =p mit 0 <p <1 ist gleichwertig mit: x ist moglich,
w(x) = 0 ist gleichwertig mit: x ist unmoglich,
w(x) = 1 ist gleichwertig mit: x ist gewil.

Bemerkung. Im folgenden betrachten wir cin fiir allemal Felder mit
mindestens einem moglichen Ereignis, d. h. einem Ereignis x mit x +=0
und x == e. Das sogenannte uneigentliche Feld \l = {9, e} mit w(9) = 0,
w(e) = 1 schliefen wir von unseren allgemeinen Betrachtungen aus. Falls
dieses Feld benutzt wird, werden wir es besonders betonen.

~ ! Z.B. im Felde des einmaligen Miinzenspieles hat man als Ereignisse
die folgenden Aussagen: ,,es erscheint Kopf*, ,es erscheint Adler”, ,es

erscheint Kopf oder Adler = GewiBheit", ,es erscheint Kopf und Adler
= Unmdoglichkeit,
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1.5. W-Unterfelder. Es sei (¥, w) ein W-Feld. Eine Teilmenge B
von § bildet ein W-Unterfeld (B, w), wenn gilt:

u,) B enthilt @, ¢ und mindestens ein mégliches Ereignis x € §§, d. h.
ein ¥ &= 0 und e.

u,) B ist ein Booleunterring von §, d. h. aus %, y € B, folgt x y€ B
und x + y€ B.

u,) Jedem x € B ist die W. w(x) genau wie in § zugeordnet.

Analog wird ein Quasi-W-Unterfeld eines Quasi-W-Feldes definiert.

Man zeigt leicht, daB ein W-Unterfeld (B, w) eines W-Feldes (&, w)
fiir sich auch ein W-Feld ist, d. h. die Einschrinkung (Restriktion) der
W. w auf B alle Eigenschaften f, bis fi; besitzt. Jede Teilmenge &
von ¥, die mindestens ein mogliches Ereignis x von § enthilt, erzeugt
stets ein W-Unterfeld (§8,, w) von (F, w) iiber §. Man braucht ndmlich
nur den kleinsten Booleunterring §, in § tiber & zu bilden (vgl. Anhang
Nr. 5.9) und auf §, die W. w nach u;) zu definieren.

1.6. Isometrie von W-Feldern. Zwei W-Felder (§,w) und (®, v)
heiBen ¢sometrisch, wenn eine Isomorphie f des Booleringes & auf den
Boolering @ existiert mit w(x) = v(f(x)) fir jedes x € §.

2. Beispiele von YW-Feldern

2.1. Ein endliches W-Feld. Es sei E = {£,&,, .. ., &,} eine endliche
Menge von Punkten &,§&,, ... &, n= 1. Weiter seien p;, p,, ..., P,
reelle Zahlen mit 0 <p, <1,2=1,2,...,nund p; 4+ P, + -+ + p,
= 1. Man betrachte die Gesamtheit §” aller Teilmengen von E, ver-
sehen mit der mengenalgebraischen Struktur, als ein Feld (Boolemengen-
ring) §" Man setze fir jede Teilmenge {&;,§&;, ... &} von E
w({&, &y o - o &) = P, + Py, + - + Py, und fiir die leere Menge 0,
w(9) = 0; dann ist (F", w) ein W-Feld mit endlich vielen Ereignissen,
niimlich 2" Ereignissen. Da jeder abstrakte Boolering 8 mit endlich
vielen Elementen atomar ist und zum Boolemengenring aller Teilmengen
ciner endlichen Grundmenge E isomorph ist, so kann stets ein solcher
Boolering B zu einem W-Feld erklirt werden.

2.2. Das W-Feld aller Teilmengen einer Grundmenge von abzihlbar
unendlich vielen Punkten. Es sei E eine Grundmenge von abzdhlbar
unendlich vielen Punkten: &, &, ... und es seien p; reelle Zahlen

mit 0 <p, <1,7=1,2,...und _ii p, = 1. Man betrachte die Gesamt-
1=

heit e aller Teilmengen von E, versehen mit der mengenalgebraischen
Struktur, als ein Feld (Boolemengenring) &*° und ordne jeder endlichen
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bzw. unendlichen Teilmenge {§;,&;, ..., {-‘ik} bzw. {§;, &, ...} von E
als W.:

W ({&i i - 0 &) = Dot b+ o0+ B, Daw
[0}
@ (&0 & - - ) = 2 5,

und @ (@) = 0 der leeren Menge @ zu. Dann ist (§*, w) ein W-Feld mit
iiberabzéihlbar vielen Ereignissen, denn die Michtigkeit der Menge e
ist bekanntlich ¢ (= Michtigkeit des Kontinuums). Der Boolering e
ist auch atomar.
. 2.3. Das W-Feld eines Systems von freien Ereignissen. Ein fir die
W-Theorie typisches Beispiel ist das sogenannte W-Feld eines Systems
von freien (unabhiingigen) Ereignissen. Gegeben sei ein System X =
{x;}ier von Symbolen x;, i € I, wobei I eine beliebige nicht leere Menge
von Indizes ¢ mit einer belicbigen Michtigkeit | I | = mist. Dann zeigt man
in der Verbandstheorie, daB ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter
Boolering By, existiert mit folgenden Eigenschaften:

w) Esist £C 8B, und B, ist der kleinste Boolering im folgenden
Sinne: Der kleinste X enthaltende Booleunterring von By, ist gleich B .

f) Jede eindeutige homomorphe Abbildung (= Einbettung) ¢
von X in cinen anderen Boolering 8 kann stets zu einem Homo-
morphismus von B,, in B erweitert werden.

Man bezcichnet B, als den freien Boolering von m freien Erzeugern
{ x;}iez- Wir wollen hier diese Tatsache nicht beweisen, jedoch einiges
iiber die Struktur von %, erwihnen, was fiir die Definition einer W. in
B,, von Nutzen ist.

Es sei {i1,9,-..,4,}, #=>1, cine endliche Teilmenge von I; dann
bezeichnen wir den Ausdruck:

(M): ¥i, Y. """ Vi wobei Vi, = x; oder = xf-j: e+ % firj=1,2,...,nist,
als cin Monom und {iy, 4y, ..., i} als seine Linge. Ein Monom ist
stets =+ 0 ur}d # ¢. Zwei Monome sind dann und nur dann gleich,
wenn sie bel geeigneter Umordnung dieselbe Linge besitzen und ihre
Faktoren fir alle Indizes {ibereinstimmen. Zwei Monome sind dann und
nur dann fremd (unvertriglich), wenn ihre Lingen einen nicht leeren
PDurchschnitt haben und fiir mindestens einen gemeinsamen Index die zu-
geordneten Faktoren komplementiir sind.

Es sci D€ By, b <=0, dann iolgt aus der Eigenschaft «) von 9B,
daB b stets als eine Vereinigung von endlich vielen Monomen darstellbar
jst. Es gibt Offel}bar eine Darstellung von b als Vereinigung von paar-
weise unvertriglichen Monomen mit gleicher Linge, eine sogenannte
59,;117716tri§0713 Darstellung; wenn auBerdem b =+ ¢, so gibt es unter allen
Symme’mSChen I.)arst'ellunge}} von b genau ecine mit minimaler Linge
(der Monome), die wir ais die normale symmetrische Darstellung von b
durch Monome bezeichnen. Wir bemerken, daB das Element @ keine
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Darstellung durch Monome besitzt. Das Element e dagegen besitzt solche
Darstellungen, jedoch nicht eine eindeutig bestimmte normale symmetri-
sche Darstellung durch Monome.

2.31. Erklirung einer Wahrscheinlichkeitauf 8,,. Esseien $,,q,Zahlen
mit 0 <p; <1, 0 <qg,<<lund p;+ ¢q;,=1, 2€I. Wir setzen 1. w(0) = 0,
2. w(%) =pp w(%) =q; 3wy, v, yi) =w() wlyg) - w(ys)
fiir jedes Monom (M). 4. Ist b ein beliebiges Element in B,, mit 6 5= 0
und b==¢, so gibt es eine Darstellung b =a;V a, V- - - U g, mit
@, @y, . . ., @, paarweise unvertriglichen Monomen. Wir setzen dann

w(b) =w(a) + w©la) + -+ + w(a).
Dic so definierte W. w auf 8B, ist eindeutig (unabhingig von der Dar-
stellung cines Elementes von 9B,, durch Monome), strikt positiv, nor-
miert und additiv. Hiermit ist (B,,, @) ein W-Feld, welches wir als das
W-Feld eines Systems von mt freien (unabhingigen) Ereignissen {x,};es
bezeichnen.

Bemerkung. Die bei ‘der Definition der W. w auf 9B,, benutzte
Bedingung 3 charakterisiert die sogenannte w-Unabhingigkeit des Sy-
stems der Ereignisse {x,};c; (vgl. Niheres, Kapitel V). Die Eigen-
schaft eines Monomes == @ zu sein charakterisiert die sogenannte alge-
braische Unabhingigkeit (Freiheit) der Ercignisse {x;};c;. Wir bemer-
ken, daB Wahrscheinlichkeiten auf 8,, definierbar sind, die die Bedin-
gung 3 nicht erfiillen.

2.4. Intervallfelder (Felder mit geordneter Basis). Ein Boolering B
heiBt ein Boolering mit einer geordneten Basis, wenn ein Untersystem &
von B existiert, das beziiglich der Relation C eine Kette (= eine linear
geordnete Menge) ist und B erzeugt, d. h. der kleinste Booleunterring
in @ iiber & fillt mit B zusammen. & heiBt dann eine geordnete Basis
von 8. O.B.d.A. wird angenommen, daB & die Elemente § und ¢
enthilt, denn, falls dies nicht zutrifft, kann man sie zu & adjungieren.
Es sei B ein Boolering mit einer geordneten Basis &, dann zeigt man
leicht, daB jedes Element x € B eindeutig in der Form

n—1

(4) = \J (Sgi+1524),

i=0
wobei 8y, Sy, - - - S2n—1€8, 8, Csjuq, Sj=¢ +5;,7=0,1,2,...,2n—1,
darstellbar ist (vgl. HorN and TARskI [1], S. 484).

Die Booleringe mit geordneter Basis spielen in der W-Theorie eine
sehr wichtige Rolle. Man kann zeigen, daB jeder Boolering mit einer
* abzihlbaren Basis stets auch eine geordnete Basis besitzt (vgl. Nr. 10,
Satz 4). AuBerdem kann jeder Boolering mit einer geordneten Basis als
ein Intervall-Boolering dargestellt werden. Die letzteren Booleringe
erklirt man folgendermaBen:
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Es sei K eine Kette (= eine linear geordnete Menge). Es bezeichne
= die lineare Ordnung in K. O.B.d. A. nehmen wir an, dal K ein
erstes Element 0 und ein letztes Element 1 besitzt, sonst adjungieren wir
sie zu K. Wir betrachten die Menge: E = {§€ K: 0 =< & < 1}, als eine
Grundmenge und bezeichnen mit & die Gesamtheit aller Intervalle der
Form: Iy = {§€ K: 0 < & < B} fiir jedes f€ K, I, = @ = leere Menge.
Es bedeute A(K) den kleinsten Kérper (Booleunterring) von P (E)?!
iber . Dann gilt auch hier, daB jedes Element X € A (K) eindeutig in
der Form:

n—1
(A*) X= v (Iﬁafn]gzi)’

wobei 0 < g, SlﬂjEKﬂj<ﬂ]+1,1ﬂ_E +1,i=0,1,...,2n—1,
dargestellt werden kann; denn A(K) ist ein Boolermg mit der geordneten
Basis &, die zu der Kette K isomorph ist. Den Boolering A (K) bezeich-
nen wir als den Intervall-Boolering, der der Kette K entspricht. Man kann
nun auch umgekehrt zeigen, daB jeder Boolering mit einer geordneten
Basis isomorph zu einem Intervall-Boolering ist. Es sei nimlich B ein
Boolering mit der geordneten Basis G, dann ist & eine Kette mit erstem
und letztem Element. Es entspricht ihr daher ein Intervall-Boolering
A(E), der offenbar isomorph zu 9B ist.

Ein W-Feld (§, »), wobei § ein Boolering mit geordneter Basis bzw.
ein Intervall-Boolering ist, bezeichnen wir als ein W-Feld mit geordneter
Basis bzw. als ein Intervallfeld.

Es erhebt sich nun die Frage, wann ein Boolering mit geordneter
Basis oder, was dasselbe bedeutet, ein Intervall-Boolering zu einem
W-Feld erkldrt werden kann. Wir geben zuerst ein wichtiges Bei-
spiel eines Intervallfeldes.

Beispiel 1. Es bezeichne K die Kette aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1. Dieser Kette entspricht ein Intervall-Boolering % (X). Die Ele-
mente der geordneten Basis € von 9 (K) sind dann reelle halboffene
Intervalle: Iz = [0, ) fiir alle reellen Zahlen mit 0 < 8 < 1. Wir defi-
nieren nun eine Funktion s auf 9 (K) wie folgt:

7Z (Iﬁ2{+1 ) Igzi) = fai+1—f2i
und fiir jedes X £ A(K) mit einer Darstellung (4*)

i—1 —

n—1
(70) z(X) = -‘-0 7 (Iﬂniﬂ ]ﬁu) ‘_So (Boi+1— Pa)-

i=
Es ist offenbar zz(E) = 1 und z (9) = 0 und die so definierte Funktion =
auf (K) besitzt die Eigenschaften ciner W., d.h. (U (K), =) ist ein
Intervallfeld, welches der geordneten Menge E = {£: 0 <& < 1} der
recllen Zahlen des halboffenen Intervalles [0, 1) entspricht.

1 R(E) bedeutet den Boolemengenring aller Teilmengen der Grund-
menge .
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Beispiel 2. Es sci R die Kette der reellen eigentlichen und uneigent-
lichen Zahlen mit —co als erstem und -+ oo als letztem Element. Wir
ordnen R den Intervall-Boolering 9 (R) zu. Die geordnete Basis G von
A (R) besteht dann aus allen Intervallen reeller Zahlen der Form:
Ip=[—00,p) ={: —co <& <p} fir alle reellen Zahlen B mit
—0 =SS 400, I =0 I,0=E= {£: —c0 < & < 4 o0}, Der
Intervall-Boolering 9 (R) ist isomorph zum Intervall-Boolering % (K)
des Beispiels 1. Jede reellwertige Funktion ¢ auf (—oo, + o0), die
stetig und streng monoton wachsend ist und fiir welche EETOO(p(S) =

@(—o0) =0, lim @(&) =1 gilt, bildet eineindeutig die Kette R auf
E—> 400

die Kette K = [0, 1] unter Erhaltung der Ordnungsrelation < ab. & ist
deshalb isomorph zu & und diese Isomorphie 148t sich zu einer Isomor-
phie von A(R) auf 9 (K) erweitern. Da wir fiir jedes Element X € % (R)
auch eine zu (4*) analoge eindeutige Darstellung haben, nimlich:

. n—=1 __ _
X=\ (Iao“l’Iigv) mit —co=S e, < 400, &, <&uyp1, u=0,1,
y=0 °

con2n—1,I5=E + I,, so kénnen wir auf % (R) auch eine W. 7 defi-
nicren, indem wir -

7 (Ip Iy) = 9 (6) — 9 () fiir f <f'
und 7 (X) analog zu der Formel () definieren, d. h.

e n—1_ — n—1
(4**) 7w (X) = -:-075 (Iag,,“'fag,,) = v‘§o ((p(cvg,.+1) —‘P(O‘zv))
und
7 (9) = 0.
Das so definierte W-Feld (9[ (—If)_,_:z.z) bezeichnen wir als das Intervallfeld,
welches der geordneten Menge E = {£: —oc0 S & < + oo} aller reellen
Zahlen £ des halboffenen Intervalles [—oo, + oo) entspricht. Das W-
Feld (U (R), ) ist zum W-Feld (% (K), ) des Beispicls 1 isometrisch. Es
bestcht nidmlich die Isometrie
G 3[—00, &)« [0,p(%)€G
zwischen den geordneten Basen dieser Felder, die sich zu einer Isometrie
zwischen den Feldern erweitern liBt.
Bemerkung. Jede reellwertige Funktion y auf (—oo, 4 o0), die
streng monoton wachsend ist und fiir welche lim o (§) =y (—o0) =0
&—>—o00

und lim g (£) = p(+ oo) = 11 gilt, also jede sogenannte Verteilungs-
&— + 00

! Die letztere Forderung kann ersetzt werden durch: ¢ ist auch fiir
£ = — oo und 4 oo definiert und streng monoton wachsend in
— o0 < &< + oo mit p(— o) =0, p(+ o0) = 1.
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funktion y auf (—oo, + o0), fithrt durch

7, (I 1) = p(B) — () fir B <§B
und eine zu (4**) analoge Formel stets zu einer W. 7, in % (R). Das
W-Feld (9[ (R), nw) ist aber, falls (&) Unstetigkeitspunkte besitzt, nicht
zum W-Feld (% (R), 7) isometrisch. Dagegen definieren stetige Vertci-
lungsfunktionen stets isometrische W-Felder.

Die Beispiele 1 und 2 zeigen, daB cs Booleringe mit geordneter Basis
gibt, dic eine W. tragen kénnen. Man zeigt auch leicht, daB jeder Boole-
ring mit geordneter Basis, die isomorph zu einer Unterkette der Kette R
der reellen Zahlen ist, eine W. trigt, denn ein solcher Boolering ist zu
cinem Booleunterring von 9% (R) isomorph. Es gilt auch umgekehrt
(Beweis leicht): Ein Boolering mit geordneter Basis kann nur dann eine
W. tragen, wenn er isomorph zu einem Booleunterring von A(R) ist.

3. Quasi-Wahrscheinlichkeitsfelder

3.1. Nullereignisse, fast maogliche bzw. fastgewisse Ercignisse. In
cinem Quasi-W-Feld (2, v) cxisticren realisierbare (mdogliche) Ereig-
nisse, d. h. Ereignisse # == ¢, mit der Quasi-W. v(n) = 0 bzw. Ereignisse
¥ == emit der Quasi-W.y(x) = 1. Ein Ereignis 2 == ¢ mit v(n) = 0 wird
als ein Nullercignis oder fastunmigliches Ereignis bezeichnet und ein
Ereignis & == ¢ mit v(x) = 1 als ein fastgewisses Ereignis bezeichnet.

Als Beispicle von Quasi-W-Feldern erwidhnen wir:

Beispiel 1. Das Jordansche (lincare) Quasi-W-Feld (S, ), wobei &
der Kérper (Boolemengenring) aller nach JorpAN meBbaren Teilmengen
der Grundmenge E= {(c R: 0 < £ < 1}, wobei R die Menge der reellen
Zahlen und g der Jordansche Inhalt auf & ist. Die Funktion ¢ hat be-
kanntlich die Eigenschaften einer Quasi-W.

Beispiel 2. Das Lebesguesche (lincare) Quasi-W-Feld (£, ), wobei &
der Kérper aller nach LEBESGUE meBbaren Teilmengen der Grundmenge
E = {EE R:0Ze< 1} und pu das Lebesguesche MaB auf @ ist.

3.2. Das Idcal der Nullereignisse. Es sei (2, v) ein Quasi-W-Feld.
Es bedeute % die Menge der Nullereignisse in (9, v). % ist dann cin
Ideal (vgl. Anhang Nr. 4) in Q, denn: 1. 9 € %, 2. aus n;, n, € N folgt
ny + 1y € Nund 3. aus # €N, x beliebig in O folgt # xEN. Es bedeute
& den Restklassenring £/%, § ist bekanntlich auch ein Boolering.
Bezeichnet man mit ¢ = x/0 dic Restklasse aus £/R mit dem Repri-
sentanten ¥ € £, so wird durch

@ (L) = w(x/N) — v(x) fiir jedes t€F

Def
cine eindeutige, reellwertige strikt positive und additive Funktion, d. h.
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eine W. w auf § erklirt. (3, w) ist deshalb ein Restklassen-W-Feld, was
dem Quasi-W-Feld (£, v) eindeutig zugeordnet werden kann. Die Ab-
bildung

LIxv->xN=1rcF=9/N

ist bekanntlich ein Homomorphismus von £ auf .

Bemerkung. Dem Quasi-W-Feld (S, u) vom Beispiel 1 entspricht
als Restklassen-W-Feld das sogenannte lineare JorDAN-W-Feld (J/N, w)
und dem Quasi-W-Feld (8, ) vom Beispiel 2 das sogenannte lineare
LeEBESGUE-W-Feld (&/9", w). Das W-Feld (A(K),7) vom Beispiel 1
Nr. 2.4 kann isometrisch im lincaren Jorpax-W-Feld (J/9, w) und dies
wieder isometrisch im linearen LEBESGUE-W-Feld (&/N’, w) cingebettet
werden. Essei (2, v) ein Quasi-W-Feld, wobei die Quasi-\WV. zweiwertig
ist, d. h. v(x) = 0 oder 1 fiir jedes x€ Q; ist dann N das Ideal der Null-
ereignisse in (£, ), so ist der Restklassen-Boolering £/ ein Boolering
mit zwei Elementen, also isomorph zum Boolering 11 = {0, e} (vgl.
Nr. 1.4, Bemerkung). Das Restklassen-W-Feld (2/M, w) ist also in
diesem Falle uneigentlich.

4. Definition einer Quasi-Wahrscheinlichkeit
auf jedem beliebigen Boolering

4.1. Vorbemerkungen. S. UraMm [1] und A. Tarskr [1] und [2] haben
folgendes gezeigt: Wenn E irgendeine Grundmenge mit einer Machtig-
keit = N, bedeutet, dann ist stets auf dem Kérper (Boolemengenring)
B (E) aller Teilmengen X C E eine nicht negative, additive Funktion,
insbesondere also eine Quasi-W. definierbar, die nicht trivial ist, d. h.
fiir gewisse X € P (£) strikt positiv und fiir jede einpunktige Menge
gleich Null ist. Die Frage der Definition einer nicht trivialen Quasi-W.
auf einem beliebigen Boolering 8 wurde zuerst systematisch von A. HorN
and A. Tarski1 [1] untersucht. Dieses Problem ist mit dem Problem
der Erweiterung einer Quasi-W. bzw. mit den Begriffen des dufleren und
inneren MaBes beziiglich einer Quasi-W. verbunden.

4.2. Erweiterungsproblem einer Quasi-Wahrscheinlichkeit. Es sei
B ein Boolering und A ein Booleunterring von B. Es sei ferner v eine
Quasi-W. auf A. Eine Quasi-W. # auf B heiBt cine Erweiterung der
Quasi-W. v von A auf B, wenn gilt: v(x) = w(x) fir jedes x € A. Das
Erweiterungsproblem einer Quasi-W. besteht nun darin: Zu ciner gege-
benen Quasi-W. v auf U eine bzw. alle Erweiterungen auf ¥ zu bestim-
men. Dieses Problem kann mit Hilfe des Wohlordnungsprinzipes stets
gelost werden.
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4.3. Das iiuBere bzw. innere MafB einer Quasi-Wahrscheinlichkeit.
Es sei B ein Boolering und ¥ ein Booleunterring von 8. Es sei ferner v
eine Quasi-W. auf 2, dann bezeichnet man die Funktion:

v*(x) = inf v(y) baw. v, (x) = sup v(y) fir jedes x€ B
v2z, vez,
yeA yeA
als das duBere bzw. innere MaB auf B beziiglich der Quasi-W. v auf A
(kurz beziiglich v|%).
Es gelten:
L v*(x) = vy (¥) = v(x) fiir jedes x€ A.
ITI. Fiir x, y€E B mit xy =29
U5 (%) + v (3) S v (¥ V y) Svg(3) +0*(y) S 0* (3 V y)
= v*(x) + v*(y).
III. Fir x€ YA, y€ B und xy =20
V4 (¥ V) = v(2) + v4(y) und v*(xV y) = v(x) 4 0*(y).
IV. Fir x,y€ B, xVyecY und xy =9
v(£ VU y) = vy () + ¥ ().
IV,. Fir x,y€ ¥, 2,9’ €B mit 2’'Cx, yYCyund xy=90
U (8" V) = 0k (&) + 04 () und o* (" V y) = v*(¥) + 0*(y').
V. Es gilt fiir jedes x€ B
04 (3) + 0% (1) = 0% (2) + 04 (+) = L.
VI. Es sei v eine Quasi-W. auf 9, % cin Boolcunterring von 8 und #»
eine Erweiterung der Quasi-W. v von o auf B, dann gilt:
Uy () < u(x) < v*(x) fir jedes x € B.

4.4. Erweiterung einer Quasi-Wahrscheinlichkeit. Es sci 8 ein Boole-
ring, A ein Booleunterring von PB. Es sei ferner v eine Quasi-W. auf 9% und
v* bzw. v, das duBere bzw. innere MaB auf B beziiglich v|%. Es sei ein
Element y € B aber y nicht in 9. Es bedeute %, den kleinsten Boole-
unterring in B, der A und das Element ¥ enthdlt. Dann gelten:

1. Jedes z € U, ist stets in der Formz =a y + b y° mit a, b€ A dar-
stellbar.

2. Fiir jedes Paar z, z, € %, mit z 2z, =0 existieren stets a;, a,, b,,
b€ Amita;ay =0 und b, b, = p,s0daBz; =a;y +b;9°7=1,2,ist.

Wir zeigen nun:

Satz 1. Es sei v eine Quasi-W. auf einem Booleunterring N eines
Booleringes B. Es bedeute v* bzw. vy das duflere bzw. innere Maf auf 8
beziiglich v|N. Dann ist die Funktion:

ut(z) = v*(zy) bzw. u, (z) = vy (2 y) fiir jedes z€ A, (1)
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wobei y € VB aber y nicht in N, eindeutig, nicht negativ und additiv (d. h.
ein sogenanntes endliches MaB') auf A,

Beweis. Es seien zj, z, € %, mit z; z, = 0, dann existieren nach 2.
a, b;€W, j=1,2 mit a,a,=0, b b, =090, so daB z; =a;y + b;)",
j =1, 2 gilt. Daraus folgt z; y = a; ¥, j7= 1, 2. Also nach Def. von u,.
ist:

(5 V 5) = g ((:1 Y z) )’) =g (5 YV y) =1(ny) + valny),
wegen 4.3. IV, also schlieBlich u, (5, \V 2,) = w0 () + #4.(z,), d. h. die
Funktion 1 ist additiv auf 9. An'xlog zeigt man die Additivitit von a*
auf ,. Die Nicht-Negativitit, Eindeutigkeit und Endlichkeit dieser
TFFunktionen folgt unmittelbar aus ihrer Definition.

Satz 2. Voraussetzungen, wie in Satz 1. Dann sind die Funktionen
1 (2) = vy (2 y) + vy (29°) baw. 0 (2) = v* (s y) + v* (2 %) fiir jedes z €,
Quasi-Wahrscheinlichkeiten auf A, und zwar Erweiterungen der Quasi-1.
v von W auf N, und es gilt fiir das Element y:

w(y) = v (y) bzw. u (y) = v*(y). (2)
Bewers. Aus Satz 1 und der Tatsache, daB A, = A . gilt, folgt, daB
die beiden Funktionen # und u nichtnegativ und additiv auf 9, sind.
Es gilt {erner:
ule) =vx(ey) +ve(ey) =vgle) =v() =1
und fiir jedes x € A
1 () = 0y (£ 3) + 0a (¥ ) = 00 (¥ YU ¥ 59) = 0, (4) = 0(¥)
wegen 4.3, T und IV. Also ist # eine Quasi-W. auf %, und zwar cine

Erwciterung der Quasi-W. v von 9 auf A, ,~ Analog zcigt man, dal dies
auch fiir 2 gilt. DaB (2) gilt, ist klar.

Bemerkung 1. Man bezeichnet eine Quasi-\W. v auf U als zweiwer-
tig, wenn sie nur die Werte 0 und 1 annimmt. Nun gilt:

Ist eine Quasi-W. v auf A zweiwertig und U ein Booleunterring eines
Booleringes B, so ist das duBere bzw. innere MaB »* bzw. v, auf 8 be-
ziglich v | A auch zw eiwertig (Beweis klar!). Dementsprechend sind beide
Erweiterungen « und # von A auf A, von Satz 2 auch zweiwertig.

Durch transfinite Induktion und An\\ endung des Satzes 2 kann man
nun zeigen:

Satz 3. Es sei A cin Booleunterring eines Booleringes B und v eine
szsz w. auf N, dann existiert stets eine Quasi-W. w auf B, dic cine Er-

i Em Maf s auf einem Boolering ist eine eindeutige, reellwertige nicht
negative und additive Funktion. Ist das Mal »m auf dem Boolering endlich-

wertig, So kann es normiert werden. Man multipliziert dazu s mit - o

wobei e die Einheit des Booleringes ist. Nicht endliche MafBe konnen auch
den Wert -+ co annehmen.
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wetterung der Quasi-W. v von W auf B ist. Ist v zweiwertig auf N definiert,
so existiert auch eine Erweiterung der Quasi-1. v von A auf B, die zwei-
werlig 1st.

Aus dem Satz 3 folgen nun:

Folgerung 1. Jeder Boolering B kann eine Quasi-W. tragen.

Folgerung 2. Ist B cin Boolering und x€ B mit x =0 und x ¢
und 1) eine reelle Zahl mit 0 < o < 1, so existiert eine Quasi-W. v auf 9B,
bzw. eine zwetwertige Quasi-W. « auf B mit v(x) = n bzw. u(x) = 1.

Der Beweis des folgenden Satzes ist auch trivial:

Satz 4. Voraussetzungen, wie in Satz 2 und auferdem sei

E=(L—=0)v,(v) +0v*(y) mit 0=0= 1, (3)
also vy (V) = & = v*(v), dann ist die Funktion
#(z) o (L—=0) 2 (z) + 0 () fiir jedes =€ Ay, (4)

wobei w und u die Funktionen des Salzes 2 bedeuten, eine Erweiterung der
Quasi-W. v von A auf A, mit u(y) = &,

Bemerkung 2. Dic Formel (3) enthiilt dic Erweiterungen der Quasi-
W. v von % auf ¥, die wir durch Satz 2 gewonnen haben. Aus Satz 4
folgt auBerdem: wenn vy (v) << v*(y), dann ist das Erweiterungsproblem
der Quasi-W. v von % auf 9, bzw. 8 nicht eindeutig 16sbar, denn fiir
jede Zahl & mit v, (y) = & = v*(y), y€ B, existiert eine Quasi-\W. «
auf ¥, dic eine Erweiterung der Quasi-W. v von 9 auf 9 ist, mit
u(y) =&

Man bezeichnet nach Los und Marczewsk [1] eine Erweiterung der
Quasi-W. v von A auf 9, die durch dic Formel (4) gegeben ist, als eine
kanonische (canonical) Erweiterung. Dic speziellen Erweiterungen # und 2
von Satz 2 sind also kanonisch. Nun kann man zeigen:

Satz 5. Die kanonische Erweiterung u einer Quasi-W. v von % auf A,
die dem Element y ecinen vorgegebenen Wert & mit € = (1 — 0) vy (v) +
0 v*(y) zuordnet, ist nicht notwendig die einzige Erweiterung u der
Quasi-W. v von A auf A, fiir welche gilt: u(y) = &.

Beweis. Es sci cine Grundmenge E = {ay, a,, a,, a,l} und 9 der Boole-
ring der Teilmengen 0, E, {a,, a,}, {ay, a,} von E. 2 ist cin Booleunter-
ring des Booleringes B = P(E). Dic Menge y = {ay, az} ist dann cin
Element von 9, aber nicht von . Wir erkliren auf 2 cine W. v wie
folgt:

1 1
v(0) =0, v(E) =1, v ({0, ao}) = 5, v ({as a1}) =5 -
IFiir y haben wir offenbar v, (y) = 0 und v*(y) = 1. Wir wihlen als &
die Zahl é, die zwischen 0 und 1 liegt, und bemerken, daB der Boole-
ring A, = B = P(E) ist. Nach Satz 2 existiert cine (kanonische) Er-

. . . .
weiterung o der Quasi-W. » von 2 auf 9, die den Wert - fiir das Element
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y ={a,,a;}annimmt. Man kann aber mehrere Erweiterungen der Quasi-W.
von U auf A, = B bestimmen, die dem Element yden Wert % zuordnen.

Man ordne nimlich den Atomen des Booleringes B \Vahrscheinlichkeiten ,

wic folgt zu: w, ({a,}) = w, ({a,}) =5 —&,w e ({aa)) = w. ({ag}) = —{— £
: s, e

mit 0 <& < und bilde das W-Feld (B.w,), dann gilt

1

ve ({0 @) =3, w, ({0 a}) = 2 s W (¥) = w, ({4, “a}) =3
also w, ist eine Erw elterung der Quasi-W. v von % auf 9B, die stets dem

Element y die W. glclch - zuordnet. Da aber ¢ willkiirlich zwischen 0

und T gewihlt werden kann, so gibt es verschiedene solche Erweiterun-
gen.

5. Separable Booleringe

5.1. Algebraische Separabilitiit. Es sei B ein Boolering und D eine
Teilmenge von B, dic das Element @ nicht enthilt. 9D heilt algebraisch
dicht in B, wenn gilt:

0) Tir jedes x€ B, x &= 0, existiert ein d€ D, so daB dC x gilt.

Die Eigenschaft ¢) ist ersichtlich dquivalent zu:

0*) Fir jedes x€ B, x =0 existiert \/ d und ist gleich x.

dCz,de D
Ein Boolering B heiBt algebraisch separabel, wenn ecine abzihlbare Teil-
menge D von B existiert, die in B algebraisch dicht liegt.

Der Boolering g aller Teilmengen einer abzihlbar unendlichen
Menge E = {£&,, &, &, ...} (vgl. Nr. 2.2) ist offenbar algebraisch sepa-
rabel, denn diec Gesamtheit D aller endlichen Teilmengen von E ist ab-
zithlbar und licgt dicht in .

Der algebraisch separable Boolering §* ist ein universeller Boole-
ring fiir alle algebraisch separablen Booleringe und ihre Booleunterringe,
wic folgender Satz zeigt:

Satz 1. Fiir einen Boolering B8 sind folgende Aussaaen dquivalent:

1. B ist isomorph zu einem Korper (Boolemengenring) von Teilmengen
der natiirlichen Zahlen, d. h. B ist isomorph zu einem Boolewnterring von
ghe

II. B ist ein Boolezmtcrrmg eines algebraisch separablen Booleringes.

I11. Es existieren abzihlbar unendlich viele Quasi-W alrscheinlichkeiten
v, v=0,1,2,...aut B mit der Eigenschaft: Fiir jedes x € B, x == 0, gilt
v, (%) =1 fiir mindestens ein v =20,1,2,...; inusbesondere honnen diese

Ergebn. der Mathem. N. F. H. 24, Kappos 2
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Quasi-Wahrscheinlichkeiten v, v =20, 1, 2, ..., zwetwertig genommen
werden.

Beweis: A. Aus 1. folgt II. ist klar, denn der Boolering §F ist alge-
braisch separabel.

B. Aus II. folgt 1I1.: Es sci ®8 ein Booleunterring cines algebraisch
separablen Booleringes %B’. Es bedeute ® = {d,, d,, d,, ...}, d, =90,

»r=20,1,2, ... cine abzihlbare Teilmenge von %', die algebraisch dicht
in B’ liegt. GemiB Folgerung 2, Nr. 4.4. kann man fiir jedes d,€ B’,
vr=20,1,2,..., eine zweiwertige Quasi-W. v, auf B’ mit v,(d,) = |

definieren. Da zu jedem x€ %', x =0, stets ein ;€ D mit 4,C x
existiert, so gilt fiir diesen Index j:
1 =1vj(d;) < vj(x) < vj(e) = 1, d. b. vj(a) = 1.
Bezeichnet v, die Einschrinkung von v, auf B, so leistet die Folge

¥y, 1, - - . das Verlangte.
C. Aus III. folgt I.: 1. Zuerst zeigen wir: Jede Quasi-W. z,, v =
0,1, 2, ..., mit der Eigenschaft 1II. kann stets durch cine zweiwertige

Quasi-W. z; auf B derart crsetzt werden, daB v.(x) = v,(x) fiir jedes
v e P gilt, fir welches v, (x) = 1 ist. Es seci nimlich &, die Gesamtheit
aller x&€ ¥ mit v,(x) = 1. Man bilde den kleinsten Booleunterring
B(€,) von ¥ iiber G, Wenn man auf B(S,) cinc zweiwertige
Quasi-W. v, definicren kann, dic fiir jedes x € &, den Wert 1 annimmt,
so kann man nach Satz 3 Nr. 4.4 diese Quasi-W. von B(S,) auf B
derart erweitern, daB sie zweiwertig bleibt. Es bleibt also nur noch zu
zeigen: (a): Auf B(8,) kann eine zweiwertige Quasi-W. v, mit v, (x) = |
fir jedes x€ @, definiert werden. Dazu bemerken wir, daB &, das
Element ¢ enthilt und beziiglich der Operation \J abgeschlossen ist;
denn mit x¢ g, y€ G, folgt v,(e) =1=0,(x\Vy) = v, (x) = 1 also
%(xVy)=1,d h xVUyc &, AuBerdem gilt x y =0, wenn x, ¥€ &,;
wire niamlich « y =0, so wire v,(x U y) = 2,(x) + v, (y) = 2 (Wider-
spruch!). Mit Hilfe der Formeln B3 bzw. ¢ in Nr. 1.3 zeigt man, dal3
auch fir beliebige (endlich viele) x,, x,, . . -, %, € &, gilt X1 %"~ % F=0.
Nun ist offenbar jedes Element von B(&,) als Vercinigung von Mono-
men (Durchschnitte von Elementen der Menge C (&,), die aus &, durch
Adjunktion aller x¢ mit x ¢ &, cntsteht) darstellbar. Denkt man sich
nun die Elemente von &, mit Indizes verschen, so kann man auch hier,
wie in Nr. 2.3 fiir jedes Element von B (&,) eine Darstellung bestimmen,
in welcher alle Monome paarweise fremd (unvereinbar) und von der
gleichen Linge sind. Unter diesen Darstellungen existiert cine mit
kiirzester Linge, die wir als die normale Darstellung bezeichnen. Daraus
folgt, daB bei dieser normalen Darstellung /hichstens ein Monom existiert,
dessen simtliche Faktoren zu &, gehoren. Wir definieren nun auf B (&)
eine Funktion z, wie folgt: 1. v,(x) = 1, ©,(x°) = 0 fir jedes x¢€ @,.
2. Ist y€ B(€,), so betrachten wir seine normale Darstellung durch
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Monome und setzen: w#,(y) = 1, falls in der normalen Darstellung ein
Monom mit lauter Faktoren aus &, existiert, bzw. v, (y) = 0, falls dies
nicht der Fall ist. Man zeigt leicht, daB dic so definierte Funktion v,
auf B(S,) eindeutig ist und die Eigenschaften einer Quasi-W. besitzt.
Hiermit ist also («) bewiesen.

2. 0. B. d. A. kénnen wir nun (gemilB 1.) annehmen, da3 die Quasi-
Wahrscheinlichkeiten: vy, v, v, . . . auf B zweiwertig sind. Wir bezeich-
nen dann fiir jedes x € B mit H(x) die groBte Teilmenge der Menge
E ={0,1,2, ...} mit der Eigenschaft: Aus»¢€ H (x) folgt v,(x) = 1. Es
sei B* die Gesamtheit aller so definierten Mengen H (x)C E fiir alle
€ B. B* ist ein Untersystem von F¥ = P(E), und zwar ein Mengen-
korper (ein Booleunterring von &™) von Teilmengen der Menge E.
Die Abbildung: B3 » - H (x) € B*C F, ist offenbar eine Isomorphie,
denn es gilt: 1. Wenn x==1v, dann H(x) == H(y), 2. H(x)N\NH(y)
=H(xNy), 3. E—H(x) =H ("), 4 H(x)V H(y)= H(x\V y). Da-
mit ist aber gezeigt, daB B isomorph zu einem Kérper B* von Teil-
mengen der Menge E = {0,1,2,...} ist. Satz 1 ist also vollstindig
bewiesen.

5.2. Bemerkung. Der Satz | zeigt, daB jeder algebraisch separable
Boolering und demgemif jeder Booleunterring von einem algebraisch
separablen Boolering stets isomorph abgebildet werden kann auf einen
Booleunterring von . Wir bemerken aber, daB ein Booleunterring
von einem algebraisch separablen Boolering nicht stets algebraisch
scparabel zu sein braucht. Der Booleverband 9,, eines Systems von
m freien Ereignissen {x;};ic;y mit || =m = 2%=¢, d.h. mit der
Michtigkeit des Kontinuums, kann in §®isomorph eingebettet werden.
Dies kann man aus einem Satz von G. FICHTENHOLZ und L. KANTORO-
wITsCH [1] (vgl. Nr. 15.5.2) entnehmen. Das isomorphe Bild 87 von

nt
B, in Fre ist dann ein Booleunterring von Fte, der nicht separabel ist.
m (& ¢

5.3. Fundamentalsatz iiber separable Felder. Es gilt folgender:

Satz 2. Jeder algebraisch separable Boolering B, dementsprechend
jeder Booleunterring eines sepavablen Booleringes, kann stets als ein W-
Feld (B, w) erklirt werden.

Beweis. B ist isomorph zu einem Booleunterring 8* des Booleringes
3t (vgl. Satz 1). Wie wir aber in Nr. 2.2 zeigten, kann §™ stets eine
W. w tragen. Diese W. w induziert aber auch eine W. auf 8* und deshalb
auch eine W. auf dem isomorphen Boolering 8.

5.4. w-Sepambilitﬁt. Es sei (§, @) ein W-Ield. Eine Teilmenge &
von § heilt w-dicht in §, wenn gilt:

d,) Fir jedes x€ § und beliebiges ¢ > 0 existiert ¢in s€ & mit
w(x +s) <e.

%
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Ein W-Feld (§, w) heiBt w-separabel (auch empirisch), wenn einc
abzihlbare Teilmenge & von § existiert, die in § w-dicht liegt. Es gilt
offenbar: Jedes W-Unterfeld cines w-separablen W-Feldes ist auch w-
separabel. Dieser Begriff und seine Bedeutung in der W-Theorie wird
uns noch spiter beschiftigen (vgl. Kap. II).

6. Darstellung eines Booleringes durch einen -
Mengenkorper

6.1. Darstellungssatz von Stone. Es sei B cin Boolering; dann exi-
stiert stets eine Quasi-W. » auf 8. Bedeutet 9 die Gesamtheit aller
n€ W mit v(n) = 0, d. h. aller Nullereignisse beziiglich @, so ist N ein
Ideal in B (vgl. Nr. 3.2). Ist dic Quasi-W. » zweiwertig auf B, so ist
das Ideal 9 der Nullereignisse ein Primideal, denn offenbar gilt: 1.
¢ gehort nicht zu M| und 2. fiir beliebiges x ¢ B gehort x oder x° zu N
(vgl. Anhang Nr. 4). Aus Folgerung 1 und 2 von Nr. 4.4 folgt, daB jeder
Boolering B stets cine zweiwertige Quasi-W. tragen kann. Daraus folgt
nun ein zuerst von STONE [1] bewiesener Satz:

Satz 1. Jeder Boolering besitzt Primideale.

STONE bewies mit Hilfe dieses Satzes den sogenannten Stoneschen
Darstellungssatz fiir Booleringe: .

Satz 2. Jeder Boolering ist =i cinem Korper von Teilmengen ciner
Grundmenge 2 isomorph.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich nun aus folgendem:

Satz 3. Es sei B ein beliebiger Boolering. Es bedeute 2 die Gesamt-
heit aller Quasi-Wahrscheinlichkeiten v auf B, die zweiwertig sind. Man
ordne jedem x € B die Teilmenge:

XN ={wec: v(x) = I} (D
von £2 . Dann ist die Abbildung:
Bor - NP
cin Isomorphismus (eine isomorphe Einbettung) des Booleringes B in den
Boolering W (Q2) aller Teilmengen der Grundmenge 2. Das isomorphe Bild
W von B 11 B (02) bei dieser Abbildung ist also cin Korper von Tellmengen
von Q, der zum Boolering B isomorph ist.

Bewers. Es sei v -» X, y -+ Y und x N\ v - - Z bei der Abbildung (1).
Wir zeigen, dall 7 = X N\ Y ist. In der Tat, wenn v € X, d. h. wenn
v(x) =1 und v Y, d.h. ¢(y) == I, dann ist ¢(xV y) = 1. Da aber
aullerdem v (x) v (y) = v(x U y) + v (x N y)gilt, soist v(x N y) =1,
d.h.v€ Z. Umgekehrt, wenno ¢ Z,d. h.v(x/\ y) == 1,dannist v (x) = |
und #(v) =1, denn a N yC x bzw. x N\ v Ly, und also ist v € X und
v € Y. Hiermit ist gezeigt Z == v /N Y. Wir zeigen nun: Wenn bei der



o

1.6. l)arstellung eines Boolermges (lurch einen \Ien"enl\orpex 21

Abbildung (1) x —» X, dann x° - X° Denn es ist ja stets genau eine der
Gleichungen v(x) = 1 und v(af) = 1 richtig. Diec Abbildung (1) ist
also ein Homomorphismus von B in P(2). Es gilt aber auBerdem:
Aus x 4=y folgt X ==Y, d. h. es existiert ein v€ Q2 mit v€ X 4 Y. Aus
x == vfolgt niimlich x 4 y == @und o. B. d. A. kénnen wir annehmen, daf3
s==x +xy=0ist. Zu z==0 existiert aber cin v€02 mit v(z) =1
(vgl. Nr. 4.4 Folg. 2); daraus folgt, daB v(x) = 1, weil x 2 z. Da aber
vCz® und v(2°) = 0, so ist v(y) = 0. Damit wurde gezeigt: X == Y.
Der Homomorphismus 8 3 x = X € B(£2) ist also ein Isomorphismus
von B auf ein Teilsystem B* von P (2) und B* ist offenbar ein Korper
von Teilmengen der Grundmenge 2. Hiermit ist der Satz bewiesen.
6.2. Bemerkung. In Nr. 6.1. wurde gezeigt: Jeder zweiwertigen
Quasi-W. v auf B entspricht cin Primideal %, in ¥. Man kann aber
umgekehrt zeigen, wenn R ein Primideal in B ist, dann ist die Funk-
tion:
J1 falls xé& 9%

"™ =10 falls xen

cine zweiwertige Quasi-W. aul B. Der Satz | von Nr. 6.1 ist also dqui-
valent zum Satz:

Satz 4. Jeder Boolering kann zweiwertige Quasi-Wahrscheinlichkeiten
tragen.

Alle bekannten Beweise des Satzes 4 oder seines gleichwertigen
Satzes 1 benutzen das Wohlordnungsprinzip. Neuerdings haben J. Los
and C. Ryri-Narpzewsk! (1] die Frage untersucht, inwieweit diesc
Sitze vom Wohlordnungsprinzip abhiingig sind (dort auch weitere
Literatur zu dieser Frage).

6.3. Separierte Darstellungen eines Booleringes. Es sci 8 ein Boole-
ring. Dann existieren nach den Sitzen 2 und 3 ein Grundraum £, der aus
allen zweiwertigen Quasi-Wahrscheinlichkeiten auf 98, oder was dasselbe
bedeutet, der aus allen Primidealen in 98 besteht und cin Kérper &
von Teilmengen der Grundmenge 2 (Booleunterring von R (£2)), der
zu B isomorph ist. Man bezeichnet (2, &) als die Stonesche Darstel-
lung von B. Ist ¢ die Isomorphie von B auf &, so bezeichnet man
cbenfalls ¢ als die Stonesche Isomorphie von 98 auf §. Betrachtet man
&t als eine offene Basis in 2, so wird hiermit in £ eine Topologie er-
klart, und man kann zeigen (vgl. STONE [[] und [2]), dal Q dann ein
kompakter total unzusammenhingender topologischer Hausdorff-Raum
ist. & erweist sich als das System aller zugleich offenen und abge-
schlossenen Mengen. - Die Stonesche Isomorphie @ von B auf § bzw.
die Stonesche Darstellung (£2, &) von % ist im folgenden Sinne uni-
versell:

Wir bezeichnen eine Isomorphie 9 von 9 auf einen Kérper $t* von
Teilmengen einer Grundmenge 0% als separiert, wenn zu je zwei verschie-

. ,-\,\ 4 v_; T i
\_‘-\\ A /‘/‘.-\,_\"‘\
- e ) -
/I/ "" / b4 \
/Acc NolLvaebotere
[ ._1‘ I V
o (\ ! . aznee £ &
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denen Punkten P und Q von 0% cin Element x € B existiert mit P¢
p(x) € §* und Q € [p(x)]° = p(2°) € t*. Die Darstellung (2%, {t*) von
B, die diese Isomorphie y definiert, wird auch als separiert bezeichnet.
Nun gilt folgendes (vgl. H. BAuEr [1] und E. HEwITT [1]):

Zu einer beliebigen separierten Isomorphie » von 8 auf einen Korper
* von Teilmengen einer Grundmenge 2% existiert stets eine eindeutige
Abbildung f einer in 22 dichten Teilmenge Q' auf 2% derart, daB fir alle
€ B gilt:

(x) p(¥) =/ Npx);
umgekehrt wird fiir jede in £ dichte Teilmenge £’ durch die Gleichung:
(h) p(x) =2 Np(x) fir jedes x€ B

cine separierte Isomorphic p von B auf den Kérper aller Mengen

2" N\ @(x)C Q' als Teilmengen also der Grundmenge £’ betrachtet. Fiir
2" = Q ergibt sich aus (B) y = @. Die Stonesche Darstellung ist deshalb
separiert und fiir jede andere separierte Darstellung (2%, {*) von B kann
die {Grmzdmen"c Q% mit einer in Q dichten Teilmenge Q' identifiziert
werden

Kapitel 11
7. Die unendlichen Operationen in W-Feldern

7.1. Vorbereitungen. In der Definition bzw. den Beispiclen von W-
Feldern, die wirin Kap. I gegeben haben, war das Feld § der Ereignisse
als ein Boolering erklirt worden. Die unendlichen Operationen wurden
nicht beriicksichtigt. Will man aber eine gewisse Handlungsfreiheit zur
Bchandlung von verschiedenen Problemen der W-Theorie haben, so muB3
man einem Feld § mindestens cine o-Erweiterung zuordnen, d. h. §
isomorph in einen ¢-Boolering cinbetten und dort arbeiten. Hierbei
erweist sich eine isomorphe Einbettung des Feldes § in cinen o-Boole-
ring & als geeignet, den man mit Hilfe der W. durch metrische Vervoll-
stdndlgung gewinnt oder eine isomorphe Einbettung des Feldes ¥ in
cinen Voll-Boolering R (E) simtlicher Teilmengen einer Grundmenge .
Innerhalb dieses Ringes B (E) kann man dann dic gewiinschte o-Erwei-
terung gewmnen. Diese Einbettungen sind nicht stets g-regulir (vgl.
Anhang Nr. 5.8), erméglichen aber die Erweiterung der W. mit Erhal-
tung ihrer hlgonschaftm und die Gewinnung einer neuen wichtigen
Eigenschaft, die unendliche Operationen betrifft, nimlich die soge-
nannte Totaladditivitit der W. Die Einbettung des Feldes § in dem
MacNeilleschen Voll-Boolering (vgl. MACNEILLE [1]), die totalregulir
geschieht und deshalb von seiten der unendlichen Operationen bevor-
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zugt werden sollte, erweist sich fiir die Erweiterung der W. als un-
geeignet.

7.2. Die Totaladditivitiit (o-Additivitiit) bzw. Stetigkeit der Wahr-
scheinlichkeit. Es sei (§, @) ein W-Feld. Die W. w heiBt stetig auf §.
wenn folgendes gilt:

[ee]
(S) Aus (F) Na.=0,a,2a,., r=1,2,... folgt lim w(a,) =0.

re=l » 00
Man zeigt leicht, daB dic Stetigkeit der W. gleichwertig zu der sog.
ag-Additivitit (Totaladditivitit) der W. ist, d. h.:

[ee]
(T) Aus (F) \J @&, =aCF mit a,a; =0, ¢ =1 folgt:
S|

(o]
"":1 w(a,) = w(a).

==

7.3. o-W-Felder. Ein W-Feld (§, w) heiBt ein o-W-Feld, wenn das
TFeld § ein o-Boolering und die W. w stetig (s-additiv) auf § ist.

Ist (¥, w) ein W-Feld und (§', w) ein W-Unterfeld von ({, w), so folgt
aus der Stetigkeit der W. w auf § nicht notwendig die Stetigkeit von w
auf §'. Es gilt dariiber folgender

Satz 1. Es sei (§', w) ein W-Unterfeld des W-Feldes (¥, w). Es sei
ferner w stetig auf §F. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

1. w st stetig auf §',

2. §' ist ein a-regulirer Booleunterring von .

Beweis. Wenn § beziiglich § o-regulir ist, so ist offenbar w auf §’
stetig. Wir brauchen also nur zu zeigen, daB die o-Regularitit von §’
beziiglich & aus der Stetigkeit der W. w auf § folgt. Angenommen,
w sel stetig auf ', jedoch & nicht o-regulir beziiglich & ; dann gibe es

o
ging Folge g, #=1, B0 o ML) A % =0, 8. 38534, 7=1,2 s 50
a1
[ee] ' [ee]
withrend (F) /N a, = a F=0in § oder (F) /\ «, nicht in F vorhanden
=L | R |

ist. Im ersten Falle wire aber lim w(a,) = w(a) > 0, im zweiten Falle
gibe c¢s mindestens ein b€ §, das nicht zu § gehort, so daB b == 9,
b<a,v=1,2,... wirc. Wir hitten dann auch lim w(e,) = w(b) > 0.
Also ergibt sich in beiden TFFillen cin Widerspruch zu der Voraussetzung,
daB w auf §’ stetig ist.

7.4. Relative Stetigkeit (bzw. o-Additivitit) der Wahrscheinlichkeit.
Es sei (§, w) cin W-Feld, wobei § ein Boolcunterring eines Booleringes &’
ist. Die W. w heiBt stetig auf § relativ §' (s. Karros [4]), wenn gilt:

[ee)

(Rg): Aus a,2a,.(, a, €F, v=12,.., und (§) /N a=9

y =1
folgt stets lim w(a,) = 0.
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Aus der Stetigkeit der W. w auf § relativ § folgt die sogenannte

a-Additivitit (Totaladditivitit) von w auf § relativ §', nimlich:
(o]

(Rp): Ausa,€F,a;a,=9,j=Ekund (F) \/ a, = amit ac §, folgt
v=1

stets w(a) = S’l wla,).
Auch die Umkehrung gilt: aus (Ry) folgt (Rg).

Bemerkung. Es sei (§, w) ein W-Unterfeld des W-Feldes (§', ),
dann folgt aus der Stetigkeit der W. w auf §’ offenbar die Stetigkeit von
w auf ¥ relativ §’, auch dann, wenn § nicht o-regulir beziiglich ' ist.

7.5. Mengentheoretische Stetigkeit (o-Additivitiit). Die tbliche Defi-
nition der Stetigkeit (o-Additivitiit) cines MaBes (ciner W.) w auf einem
Mengenkérper § von Teilmengen einer Grundmenge E (vgl. KoLmo-
GOROFF [1]) ist in unserem Sinne (verbandstheoretisch) betrachtet, auch
cine Stetigkeit (o-Additivitit) von w auf §, aber relativ des kleinsten
a-Korpers B(§t) tiber & oder, was gleichwertig ist, wenn man den Men-
genkorper 8 als einen Booleunterring von B (§t) bzw. B (E) betrachtet;
denn in & kann ein Durchschnitt von abzihlbar vielen Elementen ver-
bandstheoretisch lecr scin, ohne daB dies mengentheoretisch der IFall
ist. In diesem speziellen Fall, wo der Definitionsbereich der W. ein
Mengenkérper ist, bezeichnen wir die Stetigkeit (o-Additivitit) der W,
w auf § relativ (L), einfach auch als eine mengentheoretische Stetigheit
(mengentheoretische o-Additivitit). Aus der mengentheoretischen Stetig-
keit der W. w auf cinem Kérper §t braucht nicht die Stetigkeit von w
auf § im Sinne der Definition (S) zu folgen, wie folgendes Beispiel zeigt :

Beispiel. Es sci dic Grundmenge E = {x: 0 =< x < 1}, ® das Sy-
stem aller halboffenen Teilintervalle von E; nimlich aller I = [«, 8) =
:0=a=x <=1} Es sei ferncr & der kleinste Mengenkérper
iiber ©. Wir betrachten cine streng monoton wachsende Funktion f(x)
auf 0 = x =< 1, fiir welche f(0) = 0, f(1) = 1 gilt und setzen u(I) =
f(B) — f(x) fiir jedes I € D. Wir setzen weiter voraus, dafB f linksseitig
stetig, aber mit gewissen rechtsscitigen Unstetigkeiten behaftet ist,
(1) ist mengentheoretisch stetig auf ® und kann bekanntlich mengen-
theoretisch stetig auf §t auf genau cine Weise (die Fortsetzung ist sogar
schon durch die Forderung der gewohnlichen Additivitit eindeutig be-
stimmt) erweitert werden, g ist aber im Sinne der Definition (S) nicht
stetig auf ®. Ist ndmlich y cin Unstetigkeitspunkt von f und I, =

00
[y, x)mitx, > x,,n=1,2, ..., undlim x, = y,s0ist () N\ I, =0
v=1

(o]
aber lim u(I,) == 0. Mengentheoretisch ist der Durchschnitt /1 I,
yv=1

d. h. (‘.B )) [\ I, nicht leer, sondern gleich der einpunktigen Meng

== ]
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ty}- Dieser cinpunktigen Menge {y} wird bei der mengentheoretischen
Erweiterung des MaBes x auf den kleinsten o-Korper B(R) iiber &
ein positives MaB zugeordnet.

Bemerkung. Die Definition der relativen Stetigkeit (o-Additivitiit)
bzw. mengentheoretischen Stetigkeit (-Additivitiit) bleibt ungeindert,
wenn man statt einer W. cine Quasi-\W. betrachtet.

8. Metrik in W-Feldern. Metrische Erweiterung eines W-
Feldes zu einem o-W-Feld

8.1. Entlfernung. Es sei (§F, w) cin W-Feld. Wir definieren nach
NixobpyM durch:

n(a,b) 5zw(a +0) fir jedes Paar a, b€ cine Entfernung in .

Man zeigt leicht, daB o (a, ) die drei Eigenschaften einer Metrik be-
sitzt, ndmlich:

1. p(a, ) = 0, und zwar = 0 dann und nur dann, wenn a = b ist;
2. p(a, 0) = 0(b, a) fiir jedes Paar a, b€ F;
3. 0(a,b) = o(a,c) + ol b) fir beliebige a, d, c€ FL.

Hiermit wird also § zu einem metrischen Raum erklirt. Vervoll-
stiindigt man im Sinne der Topologie den so erklirten metrischen Raum
o und betrachtet man dabei die algebraische Struktur des Booleringes &
und die Eigenschaften der W. w, so erweist sich, daB das W-Feld (§, w)
durch diese Vervollstindigung zu cinem ¢-W-Feld erweitert wird und
dies auch, wenn die W. w auf §§ nicht stetig ist, wie im folgenden gezeigt
wird.

Bemerkung. In den folgenden Nummern dieses Paragraphen wird stets
(&, w) als ein W-Feld vorausgesetzt.

8.2. Ordnungskonvergenz und w-Konvergenz. Fiir eine beliebige
Folge a,,v=1, 2, ..., von Elementen aus & definieren wir: w-lim a, =
a< § als gleichwertig mit lim g (a,, @) = 0, also als gleichwertig zu der
Konvergenz im Sinne der Metrik von Nr. 8.1. Diese Konvergenz wird
auch als Konvergenz nach W. (stochastische Konvergenz) oder kurz w-
Konvergenz bezeichnet.

Die Schreibweise

(&) a, T a baw. (§)a,a

I Der Beweis von 1. und 2. ist klar. Fiir 3. haben wir

at+b-=atectc+b=(ato+ (ct+tds@tauvltd
also

wla + b) Zwla+ ¢) +wl + b
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bedeutet
a,Ca, . bzw. a. 2a,.,, v=12,...,
und
«© ©
& \J a,=a baw. (§) N a,=acF,
p=1 v=1

d. h. die Ordnungs-(algebraische) Konvergen: von monotonen Folgen
(vgl. BirkHOFF [1], Ch. IV, Nr. 8).

Es sei a,, v=1, 2, .. ., cine beliebige Folge von Elementen aus ;
existieren zwei Folgen (§) s, 4 sund (F) 4, | dmits,Ca, Cd,v=12,...
und s = d = a, so schreiben wir:

(&) a. — a oder auch (§) limalg a, = a,

-und sagen die Folge a,, v =1, 2,... konvergiert algebraisch gegen a.
Es ist klar, daB, wenn (§) a,} @ bzw. (¥) @, L a, dann a,, v=1,2, ..,
algebraisch gegen a konvergiert.

Ist § ein o-Boolering, so ist

oo oo oo oo
(&) a. — a gleichwertig mit () /\ U a, . .= (&) Ul [)0 Ay g

I'm allgemeinen Falle gilt:

- oo oo o oo
a4 = (?) lim Ellg a, j;h:i (;\:) /\ U Ay oy 2 (ﬁ) U /\ ay .. T ey
A, A p=1 1=

= (F)limalga, = a.

Man zeigt leicht: -
a): Aus (F) a.]a bzw. (F) a,1a folgt lim w(a,) = w(a) baw,
lim w(a,) = w(a), d.h. in beiden Fillen existiert lim w(a, + a) = 0;

besteht Gleichheit, so ist w-lim a, = a.
[e o] [ee]

In diesem letzten Fall bezeichnen wir (F) /N a, bzw. (F) \J a,
v 1 vl

als cinen in § existierenden w-stetigen Durchschnitt bzw. Vereinigung.
/) : Existiert fiir cine beliebige Folge a,, v =1, .., von Elementen
aus (T

(o0} (oo}
(&) /N ao=d bzw. (F) \J a, = s und ist lim w(s,) = w(s) bzw.
w1 v
lim w(d,) = w(d), wobei s, = a, 'V a, \J - - - U a, bzw. d,. =a; N\ a,N
(ee]

N a, ist, so bezeichnen wir auch (§) /1 a, bzw. \/ a, als einen in
r =1 v =1

& existierenden w-stetigen Durchschnitt bzw. Vereinigung.

y): Fiir cine beliebige Folge a,, =1, 2, .. ., von Elementen aus s
gilt stets: Aus (§) a, — a und lim w(a;) = w(a) folgt w-lim a, = a.
Wenn also (§) 4, — @ und lim w (a,) = w(a), dann nennen wir die alge-
braische Konvergenz der Folge a,, v = 1,2, ..., gegen a w-stetig.
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d): Wenn die W. w auf § stetig ist, dann ist jede in § existierende
Vereinigung bzw. jeder Durchschnitt von abzidhlbar vielen Elementen
w-stetig und aus (§) a, - a folgt stets w-lim a, = a.

8.3. Metrische Erweiterung ecines W-Feldes. Eine Folge a,,v =1, 2, ...
von Elementen aus § heiBt eine w-Fundamentalfolge oder w-CAUCHY-
Folge, in Zeichen {a,}, wenn sie eine Fundamentalfolge (Caucuy-Folge)
im Sinne der Metrik von Nr. 8.1 ist, d. h. zu jedem & > 0 existiert ein
N(e) >0, so daB aus »>N(e) und u > N(e) folgt o(a,, a,) =
w(a, +a,) <e.

Man zeigt leicht:

£): Aus {a.} und {b,} folgt {a, + b,} bzw. {a,b,}.
Z): Aus w-lima, = a in § folgt {a,}.

¢y): Aus w-lim a, = @ und w-lim b, =b in § folgt w-lim (a, d,) = a b.
w-lim (a, 4+ b,) = a -+ b und w-lim (a, v b,) =avbin .

Eine Folge ¢,, v=1, 2, . . ., von Elementen aus  heiBt eine w-Null-
jolge, wenn gilt w-lim a, = . Eine Nullfolge ist also nach {) eine
IFundamentalfolge.

Es sei M bzw. § bzw. N die Gesamtheit aller w-Fundamentalfolgen
bzw. w-konvergenten Folgen bzw. w-Nullfolgen in &, dann gilt:
MO KON und N ist nicht leer.

n): Erklirt man in M cine Gleichheit, wie folgt:
{a,} = {b,}, dann und nur dann, wenn a, =b,. v=1,2,...,

und zwei Operationen:
Voo fp Vs = I
o + b} = {a. +6:,}; {a.}- {6} = {a. b}

so ist M cin Boolering, & ein Booleunterring von M und N ein Ideal
in M und K. Hierbei ist die konstante Folge {e} bzw. {#! dic Einheit
hzw. die Null des Booleringes .

F = M/N, d. h. die Restklassen von M mod. N bilden auch einen
Boolering. Entsprechend ist auch §, = /N ein Boolering, und zwar ein
Boolcunterring von ‘5

0): Dic Abbildung Fy > {a}/N <> a € F, wobei {a} einc konstante w-
lFundamentalfolge in § bedcutet, ist ein Isomorphismus von § auf .
d.h. ¥, ist eine isomorphe Einbettung von § in .

8.4. Wahrscheinlichkeit im Erweiterungsfeld ‘f; Man zeigt leicht:

1. Ist {a,} eine Fundamentalfolge, so existiert stets lim w(a,). 2. Geho-
¥ —> 00

ren zwei Fundamentalfolgen {a,} und {b,} derselben Restklasse, so gilt:
lim w(a,) = lim w(,). Durch dic Festsetzung:
¥—>00

r—>00
w ({a..}/?)l) & lim w(a,)
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wird deshalb eine eindeutige reellwertige Funktion @ auf g definiert.
Hiermit ist auch jedem Element aus &, ein Wert, und zwar: '
(A): _ @ ({a}/N) = w(a), a€F,

zugeordnet.

Satz 1. (7:}, w) 1ist cin W-Feld, d. h. w hat die Eigenschaften eciner W,
(vgl. I, Nr. 1.1); (§, @) ist cin W-Unterfeld von (fg&) und ist isometrisch
u (3§, w), d. h. eine isometrische Etnbettung von (§F, w) in (%, w).

Beweis. DaB w strikt positiv und normiert ist, folgt unmittelbar aus
der Definition von w. Wir zeigen also nur die Additivitit von @. Es
seien: {a,}, {b,} € M mit {a,}/N - {0,}/N = {B}/N, also {a, b,} € N. Dann
haben wir

@ ({a NV D 4N) = @ (. VY b)N) = limw(a, \J b,)
= limw ((a, + a,b,) V b,) =lim (w(a, + a,b,) + w©(b.)
= lim (w(a,) + w@(b,)) —w(a, b,)) =lim (w (a,) -+lim w (b,) —lim w(a, b,)
= lim w(a,) + limw(b,) = © ({a,}/N) + @ ({b.}/N),
die Additivitit ist also bewiesen.

Aus 7) und 0) und (4) folgt nun, daB (§, @) cine isometrische Ein-
bettung von (¥, @) in (§ w) ist.

Bemerkung. Fihrt man im W-Feld (§, @) nach Nr. 8.1 eine Metrik
und eine « -Konvergem cin, so zeigt man in derselben Weise, wie in der
Theorie der metrischen Riaume, daB % ,), als metrischer Raum betrachtet,
vollst;indig ist.

l‘xgenschdften der Wahrscheinlichkeit i m . Im folgenden werden
die Elcmonte von § mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet.

Satz 2. Aus (‘(:y) a,t a bzw. (@) a, L a folgt w-lim a, = a.

Beweis. Es sei (§) a, +a. Aus Nr. 8.2x) crhalten wir:

lim @ (a,) < w(a). (n
AuBlerdem gilt:
771((1,,) S 7;)(0 & l) ji TB (ﬂ) Py = I
also wird @ (a, + a,41) = w(a, ;) — w(a,) fiir geniigend groBes v belie-

ist cine w-hmdamenta]folgc in 8 Wegen

......

der Vollstdndlgkelt des metrischen Raumes 8 existiert cin a* € % sodal3
w-lim a, = a* gilt. Setzen wir nun fiir festes w b, — bt ?=12,...

so ist a, = w-lim b, also

0, 0% == @, -('.f'-lim a,) = @-lim b, - @-lim q,
. ¥ -—>00 1 —>00 r— 00

= -lxm (b, q,) = w- llm (a,0,) = wlim q, = q,

L e i o r—>00
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letzteres, weil a, a, = q,, fiir » = pgilt, wir habenalso a, a* = qa,, , hieraus
folgt a,Ca*, n=1,2 ... also

ag a*. (II)
Es ist deshalb w(a) = @ (a*) = lim @(a,). Dies zusammen mit (I) er-
gibt w (a) = w(a*). Wegen (II) ist aber @(a + a*) = w(a*) — @ (a) = 0,
also a* +a=0 und daher a* =q, also @-lim a, = a in §%. Dual
beweist man den anderen Teil des Satzes.

Satz 3. Aus qa, Qﬂ +1 bz2woa, 20,4, a,€ 0 =1,2, ..., folgt dic
Existenz eines a € ¥ 0 mit (0) a, T a bzw. (37) a, J
Beweis. Esseia, Ca,.q,v=1,2, ... Zuerst bcwcist man wie beim
vorigen Satz, daB w-lim a, = a* in 5’ existiert und daB
00 =un, d.h a,Co* flirp=1,2,... (1)
gilt. Es gilt aber auBerdem
Aus a,b =aqa, »=1,2,..., beF folgt: 2

a* b = (w-lim q,) - b = @-lim q, 0 = @-lim a, = a*, also a* b = a*,
d.h. a*C 0.

Wegen (1) und (2) ist aber a* = (%) G a,, d.h. (5) a, } a*. Dual
beweist man den anderen Teil des Satt/,csf

Aus den beiden Siitzen 2 und 3 folgt, daB die W. @ stetig auf ‘5 ist
und daB ‘8 ein g-Boolering ist, d. h. es gilt der

Satz 4. (’5 w) ist cin o-W-Feld.

Das o-W-Teld (‘;”y, @), das wir aus dem \W-Feld (&, w) durch metrische
Vollstindigung gewonnen haben, bezeichnen wir als die w-Hiille des
W-Feldes (§F, w).

Mit Hilfe der Siitze und Definitionen von Nr. 8.2 beweist man den

Satz 5. Bei der Einbeltung (o @) von (§,w) in (§, @) bleiben w-
stetige Vereinigungen bzw. Durchschnitte und Grenzelemente von algebraisch
konvergenten Folgen, deren Komw genz w-stetig ist, ungeindert. Die W. @

ist stets stetig auf §, relativ § 0 Ist uzsbcsondere die W. w stetig auf F vor-

ausgeselzt, so ist die Einbeltung §, von § in 0 o-regulir, d. h. die W. @

stetig auf .
Ferner gilt folgender wichtiger

Satz 6. ‘}' ist der kleinste a-Booleunterring von ubc; To, und zwar

gilt: § = ;‘5;" = Fir =it

1 Ist B ein o-Boolering und & cine nicht leere Teilmenge von B, so wird
als 19 bzw. §% die Teilmenge von 9 bezeichnet, die aus § durch Adjunktion
aller (B)\J/ a; baw. (B) N «; 1 < N entsteht. ¢ ent-

iel iel
steht aus & durch Adjunktion aller Grenzwerte (9)lim alga, = a, mit
a, €8, v =1,2,..., 89 Dbzw. §%9 1st dann (§i°)% bzw. (§1%)°.
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Bewers. er brauchen nur zu zeigen, daB g;"g bzw. 8-3"2 5

bzw. F2F gilt. Es sei b€ F %, dann kann man b= @-lima, mit
Q, €Fp ¥ = ], 2, ..., sctzen. O. B. d. A. kann angenommen werden, daB

0(a 0,1) = B(a, + a,+1) <o gilt, denn jede w-Fundamentalfolge

besitzt eine Teilfolge, die diese Bedingung erfiillt und diese Teilfolge
kann bei der Darstellung von b benutzt werden.

Wir setzen
oo _— (o]
s, = \U q,, dann ist lim alg qa, /\
=15k =

o I

Daraus folgt nach Satz 2 w-lim é.==a.Daaber 3, + a, € \/ (a, +a,. )
y=Fk

gilt! und daher

| =

L

v k-1

@l ta,) <

[18

(N

oo

(0 + 5) =
2

i
o

¥

so ist {a, + 8 }p~ 1.0 cine w- -Nullfolge, d. h. die w-Fundamentalfolgen
a=

3

I

{a,} und {5u haben denselben Grenzwert, d. h. b.
[ee] oo
Wir haben also fiir jedes be & stets b = /\ \J a,., mit a, € F,,
v=17r=20

r=12...,dh 0€F" Esist deshalb FC F2°.
Wir setzen nun

© v ©
.= /\ a, dann ist limalga, = \J b, =a.
E=1

v=FK
Nach Satz 2 ist dann w-limd,=a. Es gilt auch higr aus
Dualititsgriinden, daB die Folge b, 4 q,, k=1,2, ... cine ?U—Null—
folge ist, d. h. a = @-lim b, = w-lim a, = 0, also b =a; dies be-
[e0) (e o]
deutet, daB b= \J /\ a4, mit a,€F, v=1,2,... gilt, d. h.
yv=11=0

FC ¢ Es ist nun klar daB auch § = ) gilt.
8.5.1. Bemerkung. Aus Satz 2 und der Definition der algebraischen

Konvergenz folgt:

1. Aus () lim alg a, = a folgt w-lim a, = a. _

Ist umgekehrt {a,} cine w-Fundamentalfolge in &, so existiert einc

& 1 : -

Teilfolge {a;, } mit @ (az, + ar, ) <5 - Eine w-Fundamentalfolge {a, },
die diesc Bedingung erfiillt, konvergiert algebraisch, wie wir im Beweisp
des Satzes 6 gezeigt haben, und zwar gegen dasselbe Grenzelement wic
d]c <0—Tundamentalfolg0 {a,}. Es gilt also

1 Vgl. Haupr-Aumaxn-Pauvc [1],
Kappros [6].

Band III, S.16 Formel IIT oder
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II. Aus w-lim a, = a in ﬁ folgt dic Existenz einer Teilfolge aj .
r==1,2,..., mit (‘5-) limalg a;, = a.

8.6. Lindeutigkeit der Erweiterung. Ein ¢-W-Feld (§', w’) heiBt eine
o-Erweiterung eines W-Feldes (§, w), wenn ein W-Unterfeld (F,, ')
von (', w’') mit folgenden Eigenschaften existiert:

1. (Fy @) ist zu (§F, w) isometrisch, d. h. (§F,, @’) ist eine isometrische
Einbettung von (§, @) in (§F’, w’).

2. §y ist cine o-crzeugende Basis von §, d. h. der kleinste o-Boole-
unterring von §’ iiber &, fillt mit §’ zusammen!.

Aus den Sidtzen von Nr. 8.5 folgt nun:

Satz 7. Das o-W-Feld (§, w), d.h. die metrische Hiille (¥, w) des
W-Feldes (3, w) ist eine o-Erweiterung des W-Feldes (&, w).

Es sci (§, @) cin o-W-Feld und (§,, w) ein belicbiges W-Unterfeld
von (&, w), dann ist offenbar die W. w stetig auf &; relativ . Es gilt:

Satz 8. Es sei (§F, w) ein g-W-Feld und (§,, w) ein W-Unterfeld von
(&%, w) derart, daf &, eine o-crzeugende Basis von & ist. Dann gilt:

3=08"=%1"=% =52

Beweis. §, aufgefalt als Punktraum mit der Entfernung o(a b) =

w(a + b} ist cin vollstindiger metrischer Raum. Denn ist {a,} eine w-
Fundamcntalfolge so konnen wir annchmen daB3 g( o Ay 1) =

wla, +a,q) < > gllt Wir bilden d, = /\ a,, S \/ a, und
v =k
haben d,C a,C s,. Die Folgen {d;} und {s,} smd w-Fundamentalfolgen.
Man zeigt wie beim Beweise des Satzes 6, daB {d, + a,} bzw. {s, + d,}
w-Nullfolgen sind. Da aber w-limd, = limalgd, bzw. w-lims, =
lim alg s, und w-limd, = w-lims, gilt, so ist w-lim a, vorhanden
und = lim alg a,, d. h. §§ ist, als ein metrischer Raum betrachtet, voll-
stindig. Wegen der Vollstindigkeit von (§F, w) ist (§F}, w) isometrisch zu

(§4, w) ist deshalb eine isometrische

der w-Hiille (§,, @) von ($,, w).
Einbettung von (§;, ©) in (§, ©). Da aber die W. @ auf §, stetig ist,
50 ist dicse Einbettung o-regulir. 4 ist also der kleinste g-Booleunter-
ring von § iiber §,, also identisch mit . Wendet man nun den Satz 6
an, so erhilt man die Behauptung.

Satz 9. Alle o-Erweiterungen eines W-Feldes (¥, w) sind isometrisch
zuetnander (m. a. W. isometrisch zu der w-Hiille (%, w) von (F, w)).

Beweis. Es sei (§', w') cinc belicbige o-Erweiterung von (§, w). Es
sei ferner (&g, ) bzw. ({,, w) cine isometrische Einbettung von (§, @)

in (§', @) bzw. (8 w). Dann ist (&,, @) isometrisch zu (Fo @'). Esseig

1 Beziiglich dieser Definition vgl. Anhang Nr. 5.5
? Hierbei entsteht 4 aus &, durch Adjunktion aller Grenzelemente
w-lima, =a in § mit @, €F,, » =1,2,...
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diese Isometric. Es gilt w(a) = @ (¢ (a)) fiir jedes a € &,. Daraus folgt:
{a,} ist eine Fundamentalfolge in ¥, dann und nur dann, wenn {¢p(a,)}
cine Fundamentalfolge in & ist. Es gilt: @-lim a, = a in §, dann und
nur dann, wenn w’-lim ¢ (a,) = ¢ (a) in §, ist. Setzt man ¢ zu einer
Abbildung ¢ von 'j auf & fort durch die TFestsetzung:

fiir jedes x€ 3 sei ¢ (x) = w'-lim ¢ (x,),
wobei {x,} cine Fundamentalfolge in 3§, mit w-lim &, = «x ist, so ist
diese Fortsetzung ¢ cindeutig bestimmt (d. h. unabhingig von der Wahl
der @-Fundamentalfolge in &, die gegen x € 5 w-konvergiert) und erklirt
cine Isometrie zwischen ’5’ und §’, die fiir dic Boolcunterringe &, und
&p mit ¢ zusammenfillt. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Die o-Erweiterung (w-Hiille) (3, @) von (¥, ) ist von
der W. w abhiingig. Eine Anderung der W. kann auch dic algebraische
Struktur der Hiille {¥ #dndern (vgl. 8.11, Bemerkung).

8.7. Stabilitit. Wic wir bis jetzt gezeigt haben, kann man jedem
W-Feld (§F, w) bis auf Isometric cindeutig ein o-W-Feld (&, @) zuordnen,
welches eine g-Erweiterung von (F, w) ist. Es wurde gezeigt, dal ff ein
a-Boolering ist und @ cine stetige W. auf ‘5 ist. Es gilt aber auBBerdem
der:

Satz 10. Es sci (§', «’) ecin g-W-Feld (d. h. §' ein o-Boolering und
w’ eine stetige W. auf &), dann ist §' ein Voll-Boolering, d. h. stabil fiir
Iereinigungen und Durchschnitle von beliebig vielen Elementen?.

Beweis. Es sci {x,};c; cinc beliebige Familic aus §'. Es bezeichne
¢ das System aller endlichen Teilmengen von I und fiir jedes E€ ¢

sp =1\ x,, dann existiert offenbar:
ieE
sup «’ (sp) = a und ist = I.
Ee@¢

Aus der Definition des Supremums folgt: Jedem » kénnen wir eine end-

. - . . 1 . :
liche Teilmenge E, € € zuordnen, so dall w’ (51.;,,) =~ — ;- gilt. Nuniist:

0 (sr:p' SE,,> =0 (Sh‘,,v 51f,,u1-;,.) + o0 (519,,\/1;,.» 51;,,)

1 1
:,,’ : i st i L eyt ! g S, =
w (SIL/‘UIL,.) W (SLI‘) W (SEI,UH,,) —uw (S[;",) = on -+ gv
d. h. {SE.-},-. Lo ist cine Fundamentalfolge in §'. Es sei »’-lim Sg, =

s€ & (der wegen der metrischen Vollstindigkeit von &' stets existiert).
Es ist offensichtlich @’(s) = ~. Nun ist fiir ein belicbiges 7€ I:

» 00 p—>00 2

Wl U 8) = () = (0 (5, U )~ (5,)) < im LN )

1 Beziiglich dieses Begriffes vgl. Anhang Nr. 5.2.
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Denn es ist 6« = w'’ (xi\./sE )>w ( E,)g § — %, r=1,2, ... also
: : L
w (xi\J SE,.) —w (SE,,) =5 r=1L2
Aus (1) aber folgt:
;Us=s, d. h. x;Cs fir jedes i€ 1. (2)

s sei nun y € ' mit y2 x,, 1€ I, dann ist y2 Sg,, ¥ = 1,2,... d.h.
v\ sg, =sg, also auch yN\s =35, d. h. y2s. Es wurde also gezeigt:

Fir jedes y€ §" mit y2 1, 1€ 1, folgt y2s. (3)
Aus (2) und (3) folgt nun, daB \J x; = s gilt. &' ist also stabil ge-
el

geniiber der Bildung von beliebigen Vereinigungen. Daraus aber folgt
die Stabilitit von " auch gegeniiber von beliebigen Durchschnitten,
d. h. §' ist ein Voll-Boolering.

8.8. Verschiedene Bemerkungen. Es entsteht nun die Frage, wann
cin Boolering, insbesondere also ein o-Boolering ecine stetige W. tragen
kann. Zuerst bemerken wir, daB ein ¢-Boolering, der nicht ein Voll-
Boolering ist, keine stetige W. tragen kann. Dies folgt unmittelbar aus
Satz 10. Es gibt auBerdem Voll-Booleringe, die keine stetige W. tragen
konnen, z. B. jeder Voll-Boolering der Form B (E) mit einer Grundmenge
E, deren Michtigkeit > 8, ist. Dies folgt leicht aus der Striktpositivi-
tit der W. und der Tatsache, daB der Boolering R (E) atomar mit iiber-
abzdhlbar vielen Atomen ist. Es gibt aber auch atomfreie Boole-
ringe, die keine stetige W. tragen kénnen.

«) Man kann nimlich folgenden Satz beweisen:

Satz 11. Ein atomfreicr und algebraisch separabler Boolering B kann
keine stetige W. tragen.

}Béweis. Es sei ¥ ein atomfreier und algebraisch separabler Boolering.
Angenommen w ist cine stetige W. auf 8. Essei {x}, %y, . . .} ein abzihl-
bares und algebraisch dichtes Teilsystem in 8. Es seien ferner ¢y, &, . . .

[e0]
abzihlbar unendlich viele positive Zahlen mit ,‘_] & < 1. Zu jedem v
existiert ein y, € B mit v, C v, und w(y,) <&, ¥, =+ 0. Aus der Tatsache
namlich, daB3 B atomfrei ist, folgt zuerst die Existenz eines z€ B, z == 9,
mit z C x,, dann ist aber @ &= x, — z = =’ C «, und offensichtlich die W.

von z oder z’ <% /(x,). Es ldBt sich deshalb cine absteigende Folge
z)z+1,l ,2, ... mit 2, 0, 5, C, fir jedes k=1,2,..., und
w(z )27 v(z; 5.1) bilden. Dann existiert aber cin Index ky derart,

daB w(z,) <e,. Es geniigt also ¥, =%, 2u wihlen. Da nun
00 [ee]
> w(y,) <1 gelten soll, kann nicht \/ v, =e sein. Es existiert
r=1 r=1

deshalb ein x € B mit x== ¢ und y, C « fiir jedes v =1, 2, ... Dann ist

Ergebn. d. Mathem. N. I'. H. 24, Kappos 3
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aber x° == g und fir keiny =1, 2, ... gilt 2°2 «,, weil x,2 3,30 ist.
Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, daB {x;, x,, . . .} alge-
braisch dicht in ¥ liegt. Hiermit ist Satz 11 bewiesen.

Wir bemerken, daB die strikte Positivitit der W. beim Beweise des
Satzes 11 nicht benutzt wurde. Ein atomfreicy und algebraisch separabler
Boolering kann deshalb auch keine stetige Quasi-Wahrscheinlichkert tragen,
also auch keine zwerwertige stetige Quasi-Wahrscheinlichkeit. Ein wichtiges
Beispiel eines Voll-Booleringes, der atomfrei und algebraisch separabel
ist, ist der Restklassen-Boolering des g-Korpers der BoreL-Teilmengen
des Intervalles E = {x: 0 < x <1} mod. des Ideales aller BoreL-Teil-
mengen der ersten Kategorie.

B) Man kann sehr leicht zeigen, daB jeder Boolering ¥, der minde-
stens ein Atom besitzt, stets cine stetige zweiwertige Quasi-W. tragen
kann; ist insbesondere B ein atomarer Boolering, so kann fiir jedes
Element a == 0 in B dic stetige Quasi-W. derart definiert werden, dal3
w(a) = 1 gilt. Zum Beweise dieser Tatsache bemerken wir, wenn b = a
cin Atom in 8B ist, und eine Funktion v in B folgendermalen erklirt
wird: v (x) = 0 oder v(x) = 1 je nachdem & C 2° oder b C v gilt, so ist ©
cine zweiwertige stetige Quasi-W. auf B mit v(b) = 1. Ist a beliebig
und existiert ein Atom in 8 mit b C 4, dann erkliren wir: v(x) = 0
oder ©(x) = 1 auch je nachdem b C x° oder b C « gilt. v ist auch dann
eine stctige zweiwertige Quasi-W. auf 8 und cs gilt v(a) = 1.

Aus f) und Satz 11 folgt nun:

y) Ein algebraisch separabler Boolering kann dann und nur dann
eine stetige Quasi-W. tragen, wenn er mindestens ein Atom besitzt.

8.9. Einiges iiber dic algebraische Struktur der W-Felder mit stetiger
Wahrscheinlichkeit: Es sei (§, w) ein o-W-Feld, dann ist § ein Voll-
Boolering (vgl. Nr. 8.7). In § gilt aber nicht stets das g-distributive Ge-
setz im erweiterten Sinne (vgl. Anhang Nr. 5.10). Man kann aber zeigen,
daB in § das schwache o-distributive Gesetz (vgl. Anhang Nr. 5.10)
gilt. Dies folgt aus folgendem Satz:

Satz 12. Jeder Boolering 9B, der eine stetige W. tragen kann, ist
schwach o-distributiv.

Beweis: Es sci a, ; cine Doppelfolge von Elementen aus B mit
a; ;S a; ;.4 fir 4,7 =1,2,3,... Es bezeichne N die Gesamtheit aller
unendlichen Folgen 7 = {ny, 1n,, . . .} von natiirlichen Zahlen. Es sei ferner

oo [oe] [ee]
() \J a;,;=a,€B bzw. (B) N\ ¢,€9B, (B) /N a;,, €D
j=1 i=1 i=1 ‘
fiir jedes n € N,
Wir zeigen: Es existiert (B) \/ N qa, 2, € B und es gilt:
neNi=1

@ AVt =\ N (D)

i=17=1 neNi=1
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o

Wir sctzen @ = (8) /) ¢; und betrachten ecine strikt posm'vc und
i=1

g-additive W. w auf 9, die nach Voraussetzung vorhanden ist, dann

haben wir wegen der Stetigkeit von w:

w (a,) =j1_i£1;1° w (a; ;) fir jedes 1 =1,2,...

7Zu beliebigen ¢ >0 und 7 = 1, 2, . .. existiert deshalb eine natiirliche
Zahl k; derart, daB
(1): w(a; ) >w (a) —;E;, also auch w (a; af ;) <f
gilt; da {ky, &y, ...} €N, so existiert () /\ a;r; =0, €% und wir
=1
haben:
d L ¢ =a- vl as

Die Existenz aber von (3) \/ a$x, in B sichert bekanntlich die Exi-
i=1
(oo}
stenz von (B) \J a-af;, in B, und es gilt:
i=1

o] oo
d=abi=a-\J ai;, = \J a-aj;.!
i=1 i=1
Daraus und aus a C @, mit Berticksichtigung von (1) folgt:

[ee)
w(d) < 1_;*1 wla-ai)= 5‘3"1 w(a; af ;) <e.

(o)
Wir betrachten nun ein x € ¥ mit x2 /\ a;,,, fiir jedes € N, dann
i=1

©o
ist auch x2 /N @, = b, = a—d, also
i=1

- .
w(x) = w ( N a,-,l.._) =w(a) —w(d) >wla) —¢
i=1
und weil & > 0 belicbig klein gewihlt werden kann, so ist w(x) = w(a).
Da die linke Seite in (D) in jedem Verband die rechte stets enthilt, so
ist

a2 [\ a;,q, fUr jedes n¢ N.

=1

Da diese Elgenschaft auch « hat, sogiltax 2 /’\ a;,,, fir jedes n€ N.

Dann zeigt man aber, wie vorher, dall w(a x) = Lu( a) gilt. Ausw(a x) =

1 Die Operationen sind als in 8 durchgefiihrt zu verstehen.
3%
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w(a) = w(a x) folgt aber w(a x) = w(a), was gleichbedeutend mit
ax=a, d.h. a C x ist. a ist deshalb die kleinste obere Schranke von

allen /\ . n€N. (D) ist also bewiesen und damit auch unser
i=1
Satz.

Es ist jetzt sehr leicht folgenden Satz zu beweisen (vgl. HORN-
Tarsk1 [1]).

Satz 13. Fiir jeden algebraisch separablen Boolering sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. B kann eine o-additive W. tragen.

11. B st atomar.

III. In B gilt das schwache o-distributive Geset:.

8.9.1. In der oben genannten Arbeit von HORN-T ARsKI, wic auch in
den folgenden Arbeiten: Dororny Manaram [1], S. Exomoto [1],
E. G. SmitH and A. Tarskr [1] werden weitere Kriterien angegeben,
die ein Boolering erfilllen muB, um o¢-additive Wahrscheinlichkeiten
tragen zu koénnen.

8.9.2. Bekanntlich (vgl. 6.1) kann jeder Boolering % auf einen
Korper § von Teilmengen einer Grundmenge £2 isomorph abgebildet
werden. Tragt nun B eine W. bzw. Quasi-W. w, so wird durch u (p() =
w(x), @(x) € & fiir jedes x € B, wobei ¢ die Isomorphic von B auf §
bedeutet auch eine W. bzw. Quasi-W. g auf & definiert. Das W-Feld
bzw. Quasi-W-Feld (8, w) ist dann isometrisch zu (&, ). E. HEWITT
(1] und H. BAUER [1] haben nun folgenden Satz bewiesen.

Satz 14. Es sei (§, w) ein Quasi-W-Feld, wobei  ein Booleunterring
cines Booleringes ' ist, dann ist die Quasi-W. w auf § stetig (c-additiv)
velativ §', dann und nur dann, wenn fiir jeden separierten Isomorphismus
p von § au/ einen Korper & von Teilmengen ciner Grundmenge £ (vgl.

Nr. 6.3) (der auch den Boolering § auf einen Unterkirper & von ' ab-
bildet), die durch:

7 (1/1(\)) =w(x), p(x) € K fiir jedes xC B
definicrte Quast-W. p auf § = y(§) mengentheoretisch stetig (o-additiv)
1st.

Im Satz 14 kann auch § = § vorausgesetzt werden.

8.9.3. Bei vielen wichtigen Booleringen, die keine a-Booleringe sind
und eine W. bzw. Quasi-W. tragen, stellt man fest, daB die W. nicht
c-additiv ist, z. B. kann man zu jedem Intervallfeld, das keine Atome
besitzt, cine W. zuordnen, die nicht g-additiv ist. I. L. HopcEs (vgl.
HorN-TARSKI [1]) hat ein Beispiel cines Booleringes gegeben, der kein
o-Boolering ist und eine stetige W. tragen kann. Der Boolering B von
HODGES besteht aus den endlichen Teilmengen der ] Menge der natiir-
lichen Zahlen und deren Komplementidrmengen, ist also ein Booleunter-
ring, des Booleringes §¥ aller Teilmengen der Menge der natiirlichen
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Zahlen. 9 ist algebraisch separabel, aber atomar und kein o-Boole-
ring. Man zeigt leicht, da3 ¥ ein o-regulirer Booleunterring des Boole-
ringes gt ist. Jede stetige W. auf §¥e ist deshalb nach Satz 1 Nr. 7.3
auch stetig auf 8. DaB B algebraisch separabel und atomar ist, hat
auch als Folgerung die Existenz einer stetigen W. auf 8.

8.10. Rein endlich additive Wahrscheinlichkeit bzw. Quasi-Wahr-
scheinlichkeit. Es sci B ein Boolcunterring cines Booleringes 8’. Auf
B sei eine W, bzw. Quasi-W. w definiert. Wir betrachten alle auf B
definierten reellen Funktionen g, die nicht negativ und additiv sind,
mit g (¢) =< 1. Eine solche I'unktion g bezeichnen wir kurz als ein Mal
auf B. Insbesondere ist jede Quasi-W. auf B8 ein Maf. Ein MaB auf ¥
heiBt g-additiv relativ 8’, wenn fiir jede Folge q;, @,, ... aus B mit

(s o]
a;Na, =0, fir i 24, mnd (') \J a,=a€ B gilt p(a) = }51# (@,).
i=1 i=

Eine W. bzw. eine Quasi-W. bzw. allgemein ein MaB w auf B heilt
nun rein endlich additiv relativ B’, wenn aus 0= p < w! folgt u =0
fiir jedes relativ B’ g-additive MaB g auf 8. E. HEwItT [1] und H. BAUER
[1] haben gezeigt, daB jede W. bzw. Quasi-W. bzw. allgemein jedes
MaB w, das auf B definiert ist, sich auf genau eine Weise als Summe eines
relativ 8’ g-additiven MaBes u, und eines relativ 8’ rein-endlich additiven
MaBes u, darstellen 1aBt. Man bezcichnet y, als den relativ 8’ g-additiven
und u, als den relativ 8’ rein-endlich additiven Teil von w. Nach
H. BAUER [1] kann der relativ B’ g-additive Teil g, von w wie folgt
berechnet werden:

Man definiert auf 8’ mit Hilfe von w auf 8B ein dubBeres Maf} w* wie
folgt: IFiir jedes a € B wird gesetzt:

. ) N ' I L. .

wr(a) =inf ¥ w(x;), a=(B) \J x, B, x, Ny, =0, =7,
i=1 i—1

d.h. das Infimum iiber alle Summen X\ w(x,), welche sich fiir Folgen

Xy, &y, . . . von paarweise fremden Elementen aus @B ergeben, deren Ver-

einigung in B’ gleich a € B ist. Dann gilt, wie BAUER bewiesen hat:

lte(@) = w*(a) fur jedes a€ B.
Aus diesem Satz folgt nun:

a) Ein MaB} w auf B ist dann und nur dann relativ B’ rein-endlich
additiv, wenn zu beliebigen & > 0 cine Folge {x,};1.0 ... paarweise

und

A [o0]
fremder Elemente aus B existiert mit: o= (B') \U «;
. =1

oo
_,;,‘1 w(x;) <e.

Wir erwihnen auch folgendes Kriterium fiir die rein-endliche Addi-
tivitit (vgl. BAugEr [1)).

L0 <=5 w bedeutet 0 < ge(x) < w(x) fiir alle v € 8.
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B) Ein MaB w auf 9 ist dann und nur dann relativ 8’ rein-endlich
additiv, wenn fiir mindestens einen separierten Isomorphismus y von B’
auf einen Korper §’ von Teilmengen einer Grundmenge £2, das Mal}
1 (p (%) = w(x), p(x) €8, fiir alle x€ B mengentheoretisch (d. h. rela-
tiv 5,15(.(2)) rein-endlich additiv auf & ist. Hierbei ist & der Unterkorper
von &', der aus allen o (x) fiir x € B besteht.

8.11. Topologische Bemerkungen. Es sei (&, w) ein o-W-Feld; dann
induziert die w-Konvergenz eine Topologie auf §. & ist beziiglich
dieser Topologie ein vollstindiger metrischer Raum, und zwar ist diese
Topologie unabhingig von der Wahl der W. auf §. Es gilt niimlich fol-
gender :

Satz. I4. Es sei § ein g-Boolering und w bzw. v stetige (c-additive)
Wahrscheinlichkeiten auf §. Es sei ferner a,, v=1,2, ..., eine Folge
aus §, dann gilt:

Es ist w-lim a, = a in § dann und nur dann, wenn v-lim a, = a
e § ist.

Beweis. Aus w-lim a, = a folgt (vel. 8.5.1, II) die Existenz einer Teil-
folge a; ,v =1, 2, ..., mitlim alga;, = a. Nach Nr. 8.5.1 ist aber dann
o-lim @, = a, d. h. lim v(zzk + a) = 0. Ist allgemeiner a,,v=12...,
cine belleblge Teilfolge von a,, v = 1, 2,
a

. ., so existiert eine Teilfolge
wow? =12, .. ,mit limv(a, ~+a)=0. Letateres aber ist gleichbe-
deutend mit limv{a, +a) =0, d. h.
beweist man analog.

Bemerkung. Wenn § cin Boolering, aber kein g-Boolering ist, und
@ und v zwei Wahrscheinlichkeiten auf §, die verschieden sind, dann
braucht die w-Hiille (,,, @) nicht zu der v-Hiille (01' ©) isometrisch zu
sein  (vgl. auch Bemerkung zu I\r 8.0),

v-lim a, = 4. Die Umkehrung

sogar der o¢-Boolering »‘5—“.

braucht nicht zum o-Boolering 01, isomorph zu sein (vgl. Beispiele
Nr. 11.6, Bemerkung 2).

Aus Satz 14 folgt:

Satz 15. Es seien ((5: w) und (&3, v) zwei ¢-W-Felder, dann ist jeder

Lsomorphismus ¢ vor & auf & ein Homibomorphismus numchcn den metri-
schen Rdumen § mzd .

Es gilt ferner

Satz 16. Ist der o-Boolering § cines 6-W-Feldes (3, w) atomar, so ist
dey metrische Raum § kompalkt.

Beweis. iy kann bekanntlich hochstens abzihlbar viele Atome haben.
Ist die Anzahl der Atome endlich, so ist auch die Anzahl der Elemente

von ¥ endlich, also § ist kompakt. Es seien also unendlich viele Atome:
die wir, wie folgt, numeriert denken:

(A): a, as, ag, . . .

Es geniigt zu zeigen, daBl §§ homéomorph zum Cantorschen Diskonti-
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(L=l

nuum C ist, das man bekanntlich als die Menge derjenigen Punkte & der
Zahlengerade definiert, diec eine Entwicklung in einen triadischen Bruch

(T): §=%+§§+---+'f_;j+---,wobeizp,, =0oder2,r=12,...,

zulassen. Einen Homéomorphismus von C auf § erhalten wir dann durch
die Abbildung /, die jedem & € C als Bild ein Element f(§) = x € § zuord-
net, wobei x die Vereinigung von allen Atomen a, aus (A) ist, fiir welche die
entsprechende Ziffer p, der Darstellung (T) von & gleich 2 ist. Diese
Abbildung ist offenbar eineindeutig und stetig, also ein Homéomorphis-
mus von C auf §. Damit ist der Satz bewiesen.

Man kann auch die Umkehrung dieses Satzes beweisen (vgl. Nr. 11.7,
Satz VII).

Kapitel III
9. Wahrscheinlichkeitsriume

9.1. Mengentheoretische Stetigkeit (o-Additivitiit). Es sei {2 eine
Grundmenge (ein Raum). Dann bezeichnen wir durch § (2) den Boolering
aller Teilmengen der Grundmenge Q. Es sei ferner § ein Booleunterring
von B (2), also im klassischen Sinne (vgl. KoLMOGOROFF [1]) ein Kérper
von Teilmengen der Grundmenge 2, der 2 als Element enthilt.

Eine Quasi-W. v auf § heiBt mengentheoretisch stetig (vgl. KoLMO-
GOROFF [1], S. 15) auf §, wenn gilt:

(Mg) Fiir jede Folge 4,2 A4, .1, 4, €8], v=1,2,... mit
[ee]
(‘.B(Q)) N A, =0gilt lim v(d,) =0,
p=1 »—» 00

d. h. wenn sie stetig auf § relativ P (€2) ist (vgl. Nr. 7.4 und 7.5). Die
Eigenschaft (Mg) ist gleichwertig zu der mengentheoretischen o-Addi-
tivitit (Totaladditivitit) der Quasi-W. v auf &, d. h.:

(Mp) Fiir jede Folge A,€ &, »=1,2, ..., mit (B(Q) U 4, =
re=1
[e o]
A€ und 4; 4, =0 fir i =7 gilt v(d) = ,‘__L‘l v(d,).

9.2. Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes. Darstellung von
W-Feldern durch Wahrscheinlichkeitsriume. Bedeutet £ eine (nicht
leere) Grundmenge, @ einen Booleunterring von % (£2), der 0Q enthilt
und v eine mengentheoretisch stetige Quasi-W. auf &, so bezeichnen wir
(Q, ®, v) als einen Wahrscheinlichkeitsraum, kurz W-Raum?®. Es gilt
folgender

1 KOLMOGOROFF bezeichnet dann (&, v) als ein \\"ahrscheinlichkeit.stI.d
die Punkte von £ als elementare Ereignisse und jedes X ¢ & als ein Ereignis.
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Satz 1. Jedes W-Feld bzw. Quasi-W-Feld (§, w) kann stets durch
cinen W-Raum (2, R, v) dargestellt werden, derart, daf der Korper &
isomorph zum Feld § ist und (R, v) isometrisch zu (§F, w) ist. (2, ], v)
heift dann eine Darstellung von (§, w) durch einen W-Raum.

Beweis. Nach Satz 2 in 6.1 existiert ein Grundraum £ und cin
Korper & von Teilmengen der Grundmenge £, der zum Boolering &
isomorph ist. Es sei ¢ die Isomorphie von § auf §, dann definiercn
wir: v (p(¥)) = w(x), p(x) € R fir jedes x€ §. Hiermit erhalten wir
eine Funktion v auf &, die cine Quasi-W. ist. (§, w) ist offenbar isome-
trisch zu (8, v). Es bleibt nun zu zeigen, daB » mengentheoretisch stetig
ist. 2 ist (nach 6.3) ein total unzusammenhingender kompakter
(HAUSDORFF-) Raum, wenn man & als eine offene Basis der Topologic
von £ betrachtet. § ist das System aller zugleich offenen und ab-
geschlossenen Mengen in 2. Es gibt deshalb keine Menge X € &, die in

unendlich viele nicht leere Mengen aus &, die fremd zueinander sind,
oo
zerlegt werden kann. Denn ist: X = \J X, X; X, =0 fiiri 4=, soist

=21

n
X =\ X, fir cin n und X; = 0 fir / >». Damit ist aber gezeigt

i=1

worden, daB v auf § (trivialerweise) mengentheoretisch g-additiv,
also auch mengentheoretisch stetig auf § ist.

9.3. Darstellung eines W-Feldes mit geordneter Basis. Beim Beweise
des Satzes 1 haben wir die Stonesche Darstellung (2, &) fiir den Boole-
ring & des W-Feldes (3, @) benutzt, die man unabhiingig von der W. w
des Feldes konstruiert. Das Problem der Darstellung eines W-Feldes
durch einen W-Raum ist nicht stets eindeutig 16sbar, d. h. es existieren
mehrere W-Rédume, die ein W-Feld darstellen. Fiir W-Felder mit geord-
neter Basis lassen sich leicht Darstellungs-W-Riume bestimmen. So
entspricht dem W-Feld (A(K), 7) des Beispieles 1 von Nr. 2.4 als Dar-
stellungsraum der W-Raum (E, 9(K), m), wobei E = {£:0=<¢& < 1},
d. h. die Menge aller Punkte des halboffenen Intervalles [0, 1) der Zahlen-
gerade ist, denn die W. 7 ist mengentheoretisch stetig auf 9% (K). Dem
W-Feld (g)[(ﬁ), }i) des Beispieles 2 derselben Nr. 2.4 entspricht als Dar-
stellungsraum der W-Raum (E, 9(R), 7), wobei E die Gesamtheit aller
Punkte der Zahlengeraden mit dem Punkt —oo einschlieBlich ist. Wegen
der Stetigkeit der Verteilungsfunktion @ (&) ist die W. & mengentheore-
tisch stetig auf U (R) Es gilt aber allgemeiner folgender

Satz 2. Jedes W-Feld (¥, w) mit einer geordneten Basis B \ist 20
etnem W-Unterfeld des Intervallfeldes (Q[(K),yz) isometrisch.

Beweis: Es bedeute @ die geordnete Basis von A (K) (vgl. Beispiel 1,
Nr. 2.4). Wir ordnen jedem b € B das Element I,y in € zu. Es sei B,

die Gesamtheit aller I,y mit b€ ®B. Die so erklirte Abbildung b — I,
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ist cine Isometric von ¥ in &, d. h. cine Isomorphie, bei welcher ent-
sprechende Elemente gleiche W. haben. Es gilt nimlich w (b)) = = (I (b))
Diese Isometrie kann zu einer Isometrie von (§, @) in (A (K), @) erwei-
tert werden. Es sei (§,, ) das isometrische Bild von (§, w) in (A (K), =)
bei dieser Isometrie. Der Boolering &, ist ein Booleunterring von % (K}
und dementsprechend von B (E) und hat 9, als cine erzeugende Basis,
also ist (Fg, ) ein Booleunterring von (A(K),z) und isometrisch zu
(%, w). Damit ist Satz 2 bewiesen.

Als Darstellungsraum des W-Feldes (3, w) des Satzes 2 kann man
nun den W-Raum (E, &,, ) nehmen.

Das W-Feld (B,,, @) eines Systems mt freien Ercignissen mit m = §,
(vgl. Nr. 2.3) besitzt abzdhlbar viele Ereignisse, die algebraisch dicht
in B,, liegen, ist also algebraisch scparabel und deshalb ein W-Feld
mit einer geordneten Basis. Es hat deshalb eine Darstellung mit dem
halboffenen Intervall [0, 1) als Grundraum.

Bemerkungen. Es sci W diec Gesamtheit aller Wahrscheinlichkeiten,
die auf A(K) definierbar sind. Jeder W. w € W ordnen wir eine Funk-
tion ¢, (f) =w (I,) fir alle g mit 0 < f = 1zu. ¢, ist eine streng mono-
ton wachsende Funktion mit ¢,(0) = 0, ¢,(1) = 1. Bedeutet umge-
kehrt @ die Gesamtheit aller Funktionen ¢ (f)|0 < f = 1, die streng
monoton wachsend sind, mit ¢ (0) = 0, ¢ (1) = 1, so entspricht jeder
Funktion ¢ € @ eine Wy, € N, die man wie in Nr. 2.4 durch:

n—1 . n-—1

wplX) = X w0y (I, Iy ) = 3 (P(Bai i) — @(Bed). w(0) =0
erklirt (vgl. Formel (7), Nr. 2.4), fiir jedes X € % (K), wobei man die
eindeutige Darstellung (4*) aus Nr. 2.4 benutzt. Die so zugeordnete
W.w, auf A(K) ist dann und nur dann c-additiv auf A(K) relativ
B(E), d.h. mengentheoretisch g-additiv, wenn die Funktion ¢ links-
seitig stetig auf [0, 1) ist. Ist also ¢ linksseitig stetig auf [0, 1), so ist
(E, A(K), wy) ein W-Raum, der das W-Feld (A(K), w,) darstelit. Hat
nun die Funktion ¢ an gewissen Stellen linksseitige Unstetigkeiten, so
wird bei Anwendung des Satzes 2 das W-Feld (A(K), w,) durch einen
W-Raum (E, %, ) dargestellt, wobei der Korper 2, ¢in echter Unter-
korper von A(K) und zu diesem isomorph ist. Allgemein, wenn
(A(K), @) ein W-Feld mit w € ® und (E, Ay, #) der W-Raum ist,
der, nach Satz 2, (A(K), w) darstellt, so ist A, ein echter Boole-
unterring von A (K), dann und nur dann, wenn die der W. w zugeord-
nete Funktion ¢, linksseitige Unstetigkeiten besitzt. 2, fillt deshalb
nur dann mit 9 (K) zusammen, wenn ¢, linksseitig stetig auf [0, 1) ist.
Die Abbildung I, = I, fiir & mit 0 =< « = 1 ist dann ein Automor-
phismus von & auf sich.
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10. Erweiterungen eines W-Raumes

10.1. Borelsche hzw. Lebesguesche Erweiterung. Es sei (@, §t, @)
cin W-Raum. Es bedeute B § den kleinsten g-Booleunterring (g-Kor-
per) von PR(N) iiber &, d.h. den sogenannten Borelkérper iiber §.
Dannist bekannt aus der klassischen MaBtheorie (vgl. KoLMOGOROFF [1]),
daB die auf & definierte Quasi-W. v auf alle Mengen (Elemente) von
B & mit Erhaltung der Eigenschaft der o-Additivitit erweitert wer-
den kann, und zwar nur auf eine cinzige Weise. Man kann also jedem
W-Raum (Q, &, v) eindeutigeinen sogenannten BoreL-W-Raum (Q, B §t,v)
zuordnen. Man bezeichnet (Q, B &, v) auch als die Borelsche Erweite-
rung des W-Raumes (0, &, ). Allgemein bezeichnen wir einen W-
Raum (Q, &, v), wobei § ein o-Booleunterring (also g-Korper) von P ()
ist, als cinen ¢-\W-Raum. Fiir einen ¢-\W-Raum f{fillt die Borelsche Er-
weiterung mit ihm zusammen.

Ein o-W-Raum (2, &, v) heillt komplett (auch vollstindig) oder ein
LEBESGUE-W-Raum, wenn gilt:

(L) Aus N€ & mit (N) =0 und X< P(2) mit YC N folgt X € §&.
Man kann jeden o-W-Raum stets eindeutig zu cinem kompletten W-
Raum erweitern. Man adjungiert zu & alle X € P(£2) mit der Eigen-
schaft:

(E) Es existiert ein N € & mit 9(N) =0 und XC N,

Dann bildet die Gesamtheit aller 4 \V X, wobei 4 € § und X dic Eigen-
schaft (E) besitzt, cinen o-Booleunterring L & von R (£2) (also einen
a-Kérper) iiber den o-Boolering §. Definiert man nun fiir jedes A U X :
v(A VU X)=uv(d), wenn A€ & und X die Eigenschaft (E) besitzt, so
ist dann » eine Quasi-W. auf L &, also (2, L §, v) ein kompletter g-W-
Raum. Wir bezeichnen ihn als die Lebesguesche Erweiterung des W-Rau-
mes (2, &, v).

Auch jedem W-Raum (£, &, #) kann stets eindeutig seine Lebes-
guesche Erweiterung zugeordnet werden. Man bildet nimlich zuerst
die Borelsche Erweiterung (2, B &, v) von (2, §t, v) und dann die ihr zu-
geordnete Lebesguesche Erweiterung (2, L B &, v). Man bezeichnet
(R, L B &, v) auch als diec Lebesguesche Erweiterung des urspriinglichen
W-Raumes (£2, &, v) und schreibt kurz (2, L &, v).

10.2. Borelsche bzw. Lebesguesche Erweiterung ecines W-Feldes. Es
sei (&, w) ein W-Feld bzw. cin Quasi-W-Feld, dann existiert stets eine
Darstellung von (¥, w) durch einen W-Raum (2, &, ©) derart, daB (R, v)
zu (&, w) isometrisch ist. Man bezeichnet nun die Borelsche bzw. Lebes-
guesche Erweiterung (2, B &, ©) bzw. (2, L §, v) von (2, &, v) als eine
Borelsche bzw. Lebesguesche Erweiterung von (¥, w). Es ist klar, daf3
(%, w) isometrisch in (B §, ) bzw. (L &, v) cingebettet werden kann.
Da die Darstellung von (¥, w) durch (2, &, v) nicht eindeutig ist, so ist
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seine Borelsche bzw. Lebesguesche Erweiterung (2, B ®,v) bzw.
(@, L &, v) auch nicht eindeutig. Man zeigt aber leicht:

Satz1. Es sei (§,w) ein W-Feld. Es bedeute (§,®) die w-Hille
von (§F, w) (vgl. Nr. 2.0). Es sei ferner (2, &, v) ein W-Raum, welcher
(§, w) darstellt, und (2, B &, v) bzw. (2, L §, v) die zu dieser Darstellung
entsprechende Borelsche bzw. Lebesguesche Erweiterung wvon (3§, w). Es
bedeute N bzw. N* das a-Ideal der Nullmengen (= Mengen mit der Quasi-
W. Null) 2 B bzw. L & und N = B KN bzw. R* = L {N* den
Restklassen g-Boolering von B § bzw. L & mod N bzw. N*. Es sei durch
T(X/N) = v(X) bzw. v*(X/N*) = v(X) fiir jede Restklasse XN bzw.
X/N* aus N bzw. R* mit dem Reprasentanten X € B ® bzw. L & eine
Funktion v bzw. v¥ auf N bzw. N* definiert. Dann ist v bzw. v* eine strikt
positive und o-additive W. auf R bzw. R* und das o-W-Feld (R, v) bzw.
(N*, v*) ist zu der w-Hiille (¥, w) von (5‘-, @) isometrisch.

10.3. Loomisscher Darstellungssatz. In Nr. 6, Kap. I haben wir ge-
zeigt, daB jeder Boolering B auf einen Korper & von Teilmengen einer
Grundmenge £2 isomorph abgebildet werden kann. Bei dieser Isomorphie
@, die B auf § abbildet, bleiben Operationen mit unendlich vielen
Gliedern, relativ des Ober-Booleringes P (£2) vom Boolering (Kérper) $t
betrachtet, nicht notwendig invariant, d. h.

aus  (B) \J a4, =acB bzw. (B) Na,=acB mit [I| =N,

el iel
folgt nicht notwendig:
(®(2) _UI(J" (a,) = ¢ (a) € B(Q) bzw. (B(Q)) / \I ¢ (@) = @(a) € B(Q).
1€ 7€

Anders gesagt, die Einbettung von 8 in B (£2) geschieht nicht m-regulir
fiir m = &,- Es erhebt sich nun dic Frage nach Darstellungen eines
Booleringes durch einen Mengenkérper, bei welcher unendliche Opera-
tionen, insbesondere ¢-Operationen invariant bleiben. Die Antwort auf
diesc Frage ist im allgemeinen negativ. Is gilt nimlich folgender

Satz 2. Ist B cin o-Boolering, so existiert dann und nur dann eine
Grundmenge Q derart, daf B auf cinen o-Korper S von Tetlmengen von
0 o-reguldr beziiglich P (Q) abgebildet werden kann, wenn fiir jedes a € B,
a == 0, eine zwelwertige o-additive Quasi-W. v auf B mit v(a) = 1 exi-
stiert.

Nun kann man Beispiele von g-Booleringen geben, die keine ¢g-addi-
tive Quasi-W. v tragen konnen. Wir wollen uns mit Fragen dieser Art
nicht beschiftigen und verweisen den Leser auf folgende Literatur:
Horn and TarskI [1], R. Sikorsk! [1], ENomoTo [1]. Wir geben aber
cine andere Art von Darstellung eines g-Booleringes durch einen Rest-
klassen-g-Boolering eines g-Mengenkorpers mod. eines o-Mengenideals,
die von Loowmis [1] stammt. Es gilt nimlich folgender
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Satz 3 (von LooMmis). Jeder o-Boolering B ist isomorph zum Rest-
klassen-o-Boolering S| eines a-Mengenkdrpers St von Tetlmengen einer
Grundmenge Q mod. eines o-Mengenideals § in §t.

Beweis!: 1. Es sei 8* ein Kérper von Teilmengen einer Grundmenge
£2, der zum ¢-Boolering B isomorph ist2. Es bedeute § den kleinsten
o-Booleunterring von P (£2) iiber B*. § kann man bekanntlich folgen-
dermaBen konstruieren:

Man konstruiert eine transfinite Folge

MMy S S - CNe &- -

von Kérpern (Booleunterringen von $(2)) & & < wie folgt:
(0) $t, = B*: (n) Ist & fiir & <<» schon definiert, so setze man
8, = \UJ N; (hierbei ist die Verecinigung mengentheoretisch zu denken)

<y
und bilde das System &; in B(£) (iiber den o-ProzeB vgl. Anhang).

Man bilde dann innerhalb 8 (2) das System 71 . Dies ist ein Korper
(Booleunterring von 5 (£2)). Wir setzen &, = ©; " 7. Damit ist dic obige
Folge allgemein definiert. Wegen der bekannten Eigenschaft der Ordi-
nalzahlen & <<, ist dann & = \/ §&; cin Kérper und offenbar der
kleinste o-Korper & iiber B*. e

2. Wir betrachten nun die Gesamtheit ® aller Mengen:

D= (8¥)\ /4, + (B(@)) \J4, fiir alle abzihlbaren Folgen A, mit
A, € B*. D besteht dann und nur dann aus der leeren Menge, wenn die
Einbettung B* von 8B in P (Q2) g-reguliir ist. Wir erweitern ® innerhalb
B(2), oder was dasselbe bedeutet, innerhalb & zum kleinsten o-Ideal
(0-Mengenideal) ¥ iiber ®. Die Elemente I € § haben die Gestalt:

I'= (&) \J K; D, oder was dasselbe ist /= (B (Q)) \J K; D; mit ab-
zihlbar vielen K; D;, K, € &, D;eD.

3. Wir behaupten: der g-Boolering ¥ ist zum Restklassen-g-Boolering
N/ isomorph. Wir zeigen zuerst folgenden

Hilfssatz: Jedes K € R hat genau eine Darstelluny

K=4A+1 mit A¢B* und 1€ 3.

I. Existenz ciner solchen Darstellung: Fiir cin K € §t, = B* ist die
Existenz einer solchen Darstellung trivial. Es sei fiir I € e mit & <9
schon eine solche Darste]lung nachgewiesen. Dann haben wir fiir eine
beliebige Folge K, € €,, i=1,2 . Darstellungen

K;=Ad; +1, mit I,€5, A,c B*.

! Vgl. Ausann [1].

* Der Vorteil des Beweises von AUsANN ist, daB die Art der Darstellung
von ‘B.durch einen Korper 8* beim Beweise nicht benutzt wird. Man braucht
also nicht die Stonesche Darstellung, sondern irgendeine andere vorhan-
dene isomorphe Darstellung des Booleringes B durch einen Mengenkirper,
zu nehmen. ‘ )
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Daraus folgt:

VAT =4
BVAL=4r 1 g1 v, 4 n E,VAL—4,VUl,
und deshalb:

d. h. (Si) v (I{‘ v “.11' If) = (ﬁ) \\/ (A, VI;').

VR VE Y =@y a4V UL
wobel
SRV, A, I,e§und ({) \J ;€S
ist. Da ferner

(8t) A — . . o FE T
it aThen i \ i =4 + D mit De DC F und A & B*ist, so

WV K =4 41 i (9% A, — A€ 9* und T€.

Damit ist die Behauptung fir jedes ¥ € €2, also X = () \J K, K, € &,
bewiesen. ‘

. UnterfBenutzul;g der Kérpereigenschaften von $* und der Ideal-
cigenschaften von g folgt dann, daB die Bchauptung zugleich fiir jedes

XeR, = &7 " ". Damit jst durch transfinite Induktion die Behauptung
fiir alle X € & bewiesen.

IL. E“’d“fﬁgﬂ’eii der Darstellung. Es geniigt zu zeigen, daB B*
und ¥ nur die leere Menge gemeinsam haben; denn dann folgt aus
ciner Gleichung 4 + 71— 4/ 4 notwendig 4 = A, I =1I'. Es
gehore ctwa [ sowohl in & als auch in ®*. Wir dirfen in der
Darstellung I = ((BQ))\/ K, D, mit K,c®, D,eD, dic Glieder
paarweise fremd voraussetzen ; andernfalls betrachten wir die Dar-
stellung I = K; D, U (Ky — Ky K, D;) Dy\J - - -

F& oo &
Wir setzen R = (R(Q)) \J K, D, so daB I=K,D;VR mit
==

K, Dy fremd zu R ist. Es sei dabei

Dy=1L,— (S'B (-Q)) \J 4y, wobei L; = (8%) \J 4;;.
Dann ist fiir j=1,2,... D, 4,, = @ und I 4;; = R 4, € B*, mithin
[e o]
auch (8% \/ R4;; =RL e B* Aus I L, =K, D,V R L, folgt so-
i=1
mit K; D; € B*. Da aber fiir alle j =1, 2,... gilt: 4,,C L, — K, D,
so muB K; D, = @, sonst wire L, nicht gleich (8*) \ / 4,;. Analog zeigt
man K; D; = 0 fiir jedes j = 2, 3,... Es muB also / = 0 sein. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen. '

4. Wegen der im Hilfssatz bewiesenen Darstellung hat man eine ein-
cindeutige Abbildung von &/ auf B, denn zu jeder beliebigen Restklasse
K|3 € f/Jexistiert ein eindeutig bestimmter Reprisentant A ¢ B* dieser
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Klasse, denn wir haben K = 4 + I, also A/ = K/J. Es gilt auBerdem
offenbar:
K+ Ky=d, +dy + L + =4, + 4, +1,
KiKy= (4, + ) (dy + 1) = Ay 4, + 1.

Also (B@Q)\U K; =B \J (d; +1;) = (B%) 1) 4; + I, wegen der

)]

letzten Gleichung vgl. die Uberlegungen in 3.

10.4. Der lineare Lebesguesche W-Raum bzw. das lineare Lebesguesche
o-W-Feld. Es sei (‘)[ (K),;-z) das Intervallfeld, welches der geordneten
Menge E = {£: 0 < £ < 1} der reellen Zahlen des halboffenen Intervalles
[0, 1) entspricht (vgl. Nr. 2.4, Beisp. 1). Diesem Intervallfeld entspricht
als Darstellungsraum der W-Raum (E, A(K), #) (vgl. Nr. 9.3). Es be-
deute (E, BUA(K),!) bew. (E, L A(K),!) die Borelsche bzw. die Lebes-
guesche Erweiterung von (E, A(K), 7). Wir bezeichnen (E, BA(K), )
bzw. (E, L A(K), !) kurz durch (E, 9B, {) bzw. (E, £, /) und nennen dicsen
Raum den linearen BOREL-1V-Raum bzw. linearen LEBESGUE-TV-Rawum.
Die #-Hillle des W-Feldes ((K), =) wird im folgenden durch (%, u)
bezeichnet und das lineare LEBESGUE--W-Ield genannt. Bezeichnet
man mit M bzw. N* das g-Ideal aller Elemente N € B bzw. N*¢ Q
mit /(N) = 0 bzw. [(N*) = 0, so ist das o-W-Feld (J, ) isometrisch zum
W-Feld (BN, 2) bzw. (&/N*, 2), wobei A(X/N) bzw. (X/N*) = I(X)
fiir jede Restklasse X/M € B/N bzw. X/N* € /N* definiert ist.

Der lineare LEBESGUE-W-Raum und das lincare LEBESGUE-g-W-Feld
spielen in der W-Theorie eine schr wichtige Rolle, denn viele wichtige
Probleme der W-Theorie kénnen im W-Raum (E, &, 1) bzw. im o-W-
Feld (3, p) formuliert und geldst werden.

10.5. Atomare o-W-Felder. Es sei (§, w) cin atomares ¢g-\-Feld;
dann besitzt § hochstens abzihlbar viele Atome. Die Gesamtheit also
der Atome von ¥ kann eincindeutig auf cinen Abschnitt {1, 2, ..., k}
der Menge N der natiirlichen Zahlen bzw. auf N abgebildet werden,
letzteres, wenn es unendlich viele Atome gibt. Betrachtet man diesen
Abschnitt {1, 2, ..., &} bzw. N als Grundmenge E, so ist § isomorph
zum Boolering B (E). Bezeichnet man ¢ dic Isomorphie von §§ auf B (E)
und setzt man v (p(x)) = @ (1), p(x) € P(E), ¥ € §, so ist (E,B(E), v)
ein W-Raum, der das o-W-Feld (F, w) darstellt.

Fiir das ¢-W-Feld (¥, w) kann man auch einen W-Raum be-
stimmen mit der Grundmenge E = {£: 0 < & < 1}. Es seien ay, ay, . . .
die Atome von §, dann gilt offenbar X w(a,) = 1. Man bilde jedes
Atom a, auf das halboffene Interval

I,= [w(al) +cdwla,_,),w@) + - +wla,y) + w(a,))

ab und setze v(I;) = w(a,). Dann erzeugt das System I,,v=1,2,.. .,
einen g-Korper § (g-Booleunterring von $(E)), der isomorph zu ¥ ist.
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Der W-Raum (E, &, ©) ist dann ebenfalls ein Darstellungsraum fiir das
W-Feld (§F, w).

10.6. Empirische W-Felder. Empirische w-Basis bzw. Borel-Basis
cines W-Feldes. Es sei (F, w) ein W-Feld und 9 irgendeine Teilmenge
von §§, die ¢ enthilt; fillt der kleinste Booleunterring MN* = MV * —
H(M) von F liber M mit F zusammen, d. h. gilt b(M) = §F, so heiBt M
cine algebraische Basis von §. Liegt (M) w-dicht in §F, so bezeichnen
wir M als eine w-Basis von (F, «w). Existiert eine abzihlbare w-Basis
von (F, w), so heillit (F, w) cin empirisches (auch w-separables)
W-Feld (vgl. auch Nr. d.4).

Es sei nun (§, @) ein o-W-Feld und 9% eine Teilmenge von §, dic ¢
enthilt; f{dllt der kleinste o-Booleunterring b, (M) = [b(M)]°° =
(M) 1% = [b(M)]* von F iiber M mit F zusammen, d. h. gilt b, (M) =,
so heiBt M eine BorEL-Basis des ¢-\W-Feldes (§, w). Ist M eine BorEL-
Basis eines ¢-W-Feldes (g, @), so licgt offensichtlich (M) w-dicht
(metrisch dicht) in §, d. h. 9 ist eine «-Basis von (F, w). Es gilt auch:

Ein ¢-W-Feld (§, «) ist dann und nur dann ein empirisches W-Teld,
wenn eine abzihlbare BoreL-Basis 9 von § existiert.

Wir zeigen nun folgenden

Satz 4. Jedes empirische o-W-Feld (5, w) ist tsometrisch zu etnem
a-W-Unterfeld des lincaren Lebesgue-W-Feldes (I, ). Ist insbesondere
(§, w) atomfret, so ist (§, w) isometrisch zu (I, ).

Beweis: Es sei M eine abzihlbare w-Basis von {, die das Element ()
nicht enthilt. O. B. d. A. kénnen wir annehmen, daB alle Atome des
Feldes % zu M gchoren, falls solche existieren; denn die Anzahl der
Atome kann héchstens abziihlbar sein®. Es sei nun {ay, a,, ...} S M
die Menge der Atome und {e, by, by, ...} =M — {a;, a,, . . .}, d. h. die
Menge der tbrigen Elemente von 9. Wir kénnen annehmen, da@ jedes
b;,7=1,2,... zuallen Atomen fremdist,d. h. b, N a; =0,7,7=1, 2,...
gilt. Denn andernfalls kénnen wir b; in 9 durch b; + (§) N\ a; er-

a;Cb;
setzen, ohne die w-Basis-Eigenschaft von MM zu zerstoren. Ist (F, w)

nicht atomar, so ist die Menge {by, b,, . . .} nicht leer und bestcht aus
unendlich vielen Elementen. Ist die Menge {0y, b,, ...} nicht leer, so
ersetzen wir sie durch eine Menge von Ereignissen b, ;, die wir folgender-
maDBen konstruieren:

Beim 1. Schritt bilden wir b;; = ;. Beim 2. Schritt:

byy = byy by, by = by — by by, byg = by — by by
Es seien nun beim k-ten Schritt schon die 7, = 2¥ — 1 Elemente

bk,l' bk,?.’ s W W bk,nk' Hy. 2 1,
1 Die Annahme nimlich, daB die Anzahl der Atome des Feldes § iiber-
abzdhlbar ist, filhrt zum Widerspruch zu der Striktpositivitit der W. .
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gebildet, dann besteht der (& +- 1)-te Schritt in der Bildung von 2% =1 _ |

Elementen b, . ; ; vermégc:

br s 1,2m—1= b bp s

mt=11; 25 s wus Wy
bk +1,2m — bk, m bk. m bk +1

sowic von dem Element:

by 1,20,41 = bp 1 — (b Vb2V Y bk,n,_.) R

also von im ganzen ng ., = 2, + 1 =281 | Elementen. Es ist:
e =
bk,m = bk—{-l.ﬁm—l Vbpirom 1S m=Ewn.

Jedes b ,, =0 wird also beim (& 4 1)-ten Schritt entweder in zwei
fremde nicht leere Elemente, ndmlich by y 4, ~; und b 4 s, zerlegt
oder fillt mit einem dieser Elemente zusammen (wenn nimlich das andere
leer ist). Sind

bk, ry bl’, Fet © % % bk, ™’ wobci 1 ::: | e 7y LRl )’I’/.- = (I)

)
siimtliche nicht leere Elemente unter den by q, bg o, - - -, Dy . s0 sind sie
paarweise fremd. Wir ersetzen nun in 9 die Menge {b;, b,, . - .} durch die
Menge aller verschiedenen by, die in (I) fir alle £ =1, 2, . . . vorkom-

men und erhalten in
My = {6 #utlge o« Bpgi» o o}
wieder eine empirische w-Basis von 3§, d. h. es gilt
== B () = FRLeY,

Dic isomorphe Abbildung von § in & erklidren wir folgendermaBen:

Es werden zuerst abgebildet: M, in A(K) (vgl. Nr. 2.4, Beisp. 1) wic
folgt:

I My e~ E=1[0,1) € AK),

H.ﬂR*aav-—Ai::;S:w@m,i;éumeQQHKy
Ist das W-Feld (§, w) nicht atomar, so ist dic Vereinigung \J a, —=
aller Atome ein echter Teil von e, also Alim ;‘ wla) =& < 1.
Es existieren in diesem Falle in Mt E]cmont(“,—b;: 1% 10 und es wird abge-
bildet:

1. jedes b o =1 2, ..., P aus (I) auf das halboffene Intervall
i

i—1 ‘ ) 3
Mm=§+%wWM£+$ﬂMMkwm,hﬂﬂm.

. . . O ’ . .
Hierbei ist 3 — 0 gesetzt und das Intervall liegt immer zwischen &

vo=]
und 1.
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Die so erkliarte Menge der Bilder der Elemente von 9* in 9 (K) be-
zeichnen wir mit M = {E, 4,, 4,, ..., B ;,...}. Die Abbildung von
M, auf MC A(K) ist eineindeutig. Da auBerdem die Bilder der Atome
a; paarweise fremd sind, das volle Element ¢ auf das volle Element
I2 ¢ A(K) abgebildet wird, und da ferner gilt: 1. Aus b, ,Cb,, folgt
B, < B, ;und 2. b, , b, , = 0 dann und nur dann, wenn B, , B, , =0,
so bleibt bei der Abbildung die Relation € und ,,Fremdsein‘ erhalten.
Aus der Definition der Bilder folgt dann die Isometrie der Abbildung.
Aus den Eigenschaften 1. und 2. der Abbildung folgt weiter leicht, dall
sich die Isometrie zwischen M, und M in eine Isometrie zwischen & (9M,)
und b(M) erweitern 1aBt. Da b(M) ein Booleunterring von A(K) ist,
so kann cr und damit auch der Boolering b(9%,) in die z-Hiille (J, u)
des W-Feldes (A(X), ) isometrisch abgebildet werden. Es sei (B°, u)
das Bild des W-Feldes (b(M), ) bzw. (b(My), @) in (I, u). Es bezeichne
dann (B3, u) das kleinste o-W-Unterfeld von (3, u) iiber (B°, u); dann
ist offenbar (B, u) isometrisch zu (§, w). Es bleibt noch zu zeigen:
wenn § keine Atome hat, dann ist (§, w) isometrisch zu (3, u). Es geniigt
zu zeigen, daB (b (M), ) in diesem Falle z-dicht in (A (K),7) liegt, denn
dann ist die =-Hiille von (b(M),n) isometrisch zu der m-Hiille von
(A(K), 7), d.h. zum ¢-W-Feld (3, u). Angenommen b (M) liege nicht
a-dicht in U(K), dann wire die Menge {&, &, ...} der Endpunkte der
halboffenen Intervalle, aus welchen M besteht, nicht dicht im halb-
offenen Intervall [0, 1). Diec abgeschlossene Hiille der Menge {&;, &, . . .}
in [0, 1) wire dann verschieden von [0, 1]. Es gibe also zwei Haufungs-
punkte &, & mit & < & der Menge {&, &,, . . .} derart, daB das Intervall
(£, &) keine Punkte der Menge {&, &,, . . .} enthilt. Adjungiert man nun
zu der Menge M das Intervall [£, &), so ist M' = M U {[¢, &)} auch
cine Basis fiir die 7-Hiille von (b(3), zv,) d. h. dic z-Hiille von (0(M'), =)
und die #-Hiille von (b(M), 1) sind isometrisch zu (§, w). Die ar-Hiille
von (b (M7, n) hiitte dann aber ein Atom, nimlich die Restklasse, deren
Reprisentant das halboffenc Intervall [&, &) ist, was ein Widerspruch
wiire zu der Voraussetzung, dal (§, w) atomfrei ist.

10.7. Klassifikation der W-Felder mit einer empirischen Basis. Es sci
(%, w) cin ¢-W-Feld. Es sei B ein Booleunterring von &, der eine @-
Basis von § ist, d. h. es gilt 4,(8) = B,s = F'. Es bedeute m(B) dic
Miichtigkeit von 8. Durchlduft 9 alle méglichen w-Basen von &, SO
existiert unter allen Méchtigkeiten m(®) cine kleinste, die wir als den
Charakter c; von § bezeichnen. Fiir ein empirisches o-W-Feld ist
g =Ry Ist ez =18y so folgt aus der Definition der w-Basis, dal}
m(F) = ¢ (= Michtigkeit des Kontinuums) ist, da aber auBerdem
jedes a-W-Feld (§, w) mit ¢z = ¥, ein o-W-Unterfeld besitzt, das ato-

1 Fiir den Fall eines o-W-Feldes (§, w) fallen die Begriffe Borelsche Basis
und w-Basis zusammen.

Ergebn. d. Mathem. N. I, II. 24, Kappos 4
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mar mit abzdhlbar unendlich vielen Atomen ist, also isomorph zum
Boolering aller Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen ist, so ist
m@F)=c, d.h. m(§) =c. Es gibt o-W-Felder mit einem Charakter
>Ny, z.B. die w-Hiille des W-Feldes von m freien Ereignissen (vgl.
Nr. 2.3), wenn m > N,. Fiir o-W-Felder mit m (§) > c fallen Charakter
und Michtigkeit des W-Feldes, wegen der Beziechung 8% = § immer
zusammen.

Ein ¢-W-Feld (§, w) heiBt o-streckungsisomorph zu einem o-MaB-
verband (M, x) (d. h. cinem o-Boolering M mit strikt positivem g-additi-
ven endlichen MaB), wenn (&, w) isometrisch zu (I, m) ist, wobei
m(x) = u(x):u(e), x€ M und e die Einheit von IR bedeutet.

Fir ein ¢-W-Feld (&, w) mit ¢z = 8, kénnen wir nach dem Dar-
stellungssatz 4 von Nr. 10.6 drei verschiedene Isometrietypen von o-W-
Feldern unterscheiden (s. Kapros [3]):

I. Stetiger Typus, wenn (%, w) isometrisch zu (I, ) ist.

I1. Gemischter Typus, wenn (5, w) Atome besitzt, aber die Summe der
Wahrscheinlichkeiten der Atome kleiner als 1 ist.

II1. Diskreter Typus, wenn (&, w) atomar ist, d. h. die Summe der
Wahrscheinlichkeiten der Atome gleich 1 ist. :

Bezeichnet man bei Typus IT mit 9 = {a,, a,, . . .} die Gesamtheit
der Atome von §, ferner mit B den kleinsten o-Booleunterring von
iber 2, der als volles Element (Einheit) dic Vereinigung @ = \U a;

a;eA
der Atome hat, und mit & der o-Booleunterring von & der aus ‘allen
Elementen x € § mit xC s besteht, wobei s = ¢ — \J a; ist, also s das
volle Element von © istl, so gilt:
jedes ¥ € § ist eindeutig in der Form y = a, U ¢ mit ¢, €9, 1€ &
darstellbar.

Es gilt also: (B €)Y = §, hierbei bedeutet ¥V & die mengen-
theoretische Vereinigung. Wir bezeichnen 9 als den diskreten (unsteti-
gen) und & als den stetigen Teil des Feldes .

Bei Typus I ist B leer und bei Typus III & Icer.

(8, w) bzw. (&, w) ist ein g-MaBverband und es gilt: Das ¢-W-Feld
(3, 4) ist streckungsisomorph zu (&, w). Definiert man v(x) =
w(x):w(a) fir jedes x € B, so ist (B, v) ein atomares o-W-Feld mit end-
lich vielen oder abzihlbar vielen Atomen.

Wir setzen nun folgende Rangordnung zwischen diesen Typen I,
IT, IIT fest. Essei I (rang-) héher als IT und I1 hoher als I112. Dann gilt:

! Hier ist 8 bzw. G ein o-Booleunterring von %, jedoch nicht im Sinne
von Nr. 1.5, denn die Einheit ist bei 8 bzw. & verschieden von der Einheit
e €.

? Wir setzen noch fest, daB (§, w) zum Typus III gerechnet werden soll,
wenn c. endlich ist,
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Satz 5. Ein o-W-Unlerfeld (§*, w) von (F, w), wobei Cg = N, 15t
nicht von einem hoheren Typus als (§F, w). '

Der Beweis folgt aus der Darstellung von (§*, w) durch ein Unterfeld
von (S, ). :

Kapitel IV |
11. Cartesische Produkte von W-Feldern

11.1. Cartesische Produkte von Booleringen. Es sei &, ¢ €1 eine
Familie von Booleringen, wobei die Menge I der Indizes von einer be-
liebigen Michtigkeit m () = 1 sein kann. Ein Boolering @ heiBt cartesi-
sches Produkt der Booleringe §;,7 € I, in Zeichen .PI‘%,., wenn es eine

1€
Familie @, ¢ € I, von Boolcunterringen @, von @ derart gibt, daB folgen-
des gilt:

I. Dic mengentheoretische Vereinigung \ / ®; ist eine algebraische

el
Basis von @, d. h. erzeugt @.

II. Fiir jedes € I ist @, isomorph zu §,.

ITI. Bedeutet ¢, fir jedes ¢ € I cinen Homomorphismus von @; in
cinem Boolering 8B, so existiert ein Homomorphismus ¢ von ¢ in B,
der cine gemeinsame Fortsetzung von allen Homomorphismen ¢;,
t€ 1, ist, d. h. es gilt @;(x) = @(x) fiir jedes xc®, 1€ 1.

Man bezeichnet die §;, ¢ € I, als die Faktoren des Produktes PI i

1€
Aus der Definition des cartesischen Produktes @ folgt, daB3 jeder Boole-
ring, der zu @ isomorph ist, auch als das cartesische Produkt der 3,
i € I, betrachtet werden kann. Man beweist auch leicht, dafl zwei Boole-
ringe ¥ und @', die cartesische Produkte der §,, ¢ € I sind, stets isomorph
sind. Das cartesische Produkt .PI &; ist deshalb, falls vorhanden ist,
1€

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es gilt ferner fiir das cartesische
Produkt das allgemeine kommutative und assoziative Gesetz?, d. h.

1. Bedeutet § = 7 (i) eine belicbige eineindeutige Abbildung von I auf

sich, so sind die cartesischen Produkte P @, und P &;(; isomorph
: itel iel
und
2. Bedeutet I = \/ I, einc Zerlegung von I in paarweise fremde
veN'
Teilmengen I, von I mit I, == @ und m(Z,) = 2 fiir jedes v € N, und ist
@, das cartesische Produkt P &, fiir jedes v&€ N bzw. ¢’ das car-
tely
tesische Produkt P @,, so ist ¢’ isomorph zum cartesischen Produkt
veN

1 Vgl. R. Sikorsk1 [4].
4%
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P §,. Fir §,={0, x,, af, ¢}, 1€ I, ist das cartesische Produkt P g,
el iel
isomorph zum freien Boolering %8,, von m(I) freien Ereignissen {x,},
1€ I (vgl. Nr. 2.3). Das cartesische Produkt von Booleringen kann also

als eine Verallgemeinerung des Begriffes eines freien Booleringes be-
trachtet werden.

11.2. Existenz des cartesischen Produktes von Booleringen. Es sei i,
i€ 1, m(I) = 2 eine Familic von Booleringen. Eine Familie x = {a;};;,
a; € §; oder kurz « = P a;, wobei a; = ¢; fiir jedes 7 € [ ist, ausgenom-
men (hochstens) endlich viele 7 € I, bezeichnen wir als ein Produkt-
clement (kurz: P-Element)! mit den Faktoren (Komponenten) a; € §,,
dabei bedeutet ¢, bzw. @; dic Einheit bzw. die Null des Booleringes %,,
€1

Es sei K das System (die Gesamtheit) aller P-Elemente. In A fiihren
wir nun folgende Beziehungen ein:

«) Zwei P-Elemente &« = P a;, ff = P b; bezeichnen wir als fremd
(unvereinbar), wenn a; N\ b; = @), fiir mindestens ein 7€ 1 gilt.

p) Zwei P-Elemente o« = P a;, f = P b; bezeichnen wir als gleich,
in Zeichen « = # dann und nur dann, wenn entweder beide (mindestens)
einen Faktor a; = §; bzw. b; = @, haben oder wenn a; = b, fiir jedes
1€ 1 gilt.

Das Produkt-Element ¢ = P ¢; wird als die Produkteinheit bezeichnet
und jedes Produkt-Element P a; mit mindestens einem Faktor a; = §);
stellt die Produkt-Null dar, dic wir kurz mit o bezeichnen. Die Gleich-
heitsaxiome sind erfiillt. In K kann man eine Operation: a N\ f =

Pa;,N\NPb;, = Pa,Nb; definicren. Sic ist idempotent, kommutativ
Def.
und assoziativ. Erklirt man mit Hilfe dieser Operation: «C # dann und

nur dann, wenn « N\ f = « gilt, so wird K zu ciner geordneten Menge
(zu einem Verein), in welcher o« \J f8 fiir je zwei Elemente ~, f# existiert.
K ist also beziiglich der Relation € ecin Verband, jedoch aber, wie man
leicht bestitigt, nicht ein Booleverband (Boolering). Um K zu einem
Boolering ® zu erweitern, betrachten wir dic Gesamtheit @ aller (nicht
geordneten) endlichen Komplexe:

a={on,&,...,00 mt aj="a, €K, j=12 ..,k wobei
Ap, X, - . ., &, paarweise fremde P-Elemente sind. Wir bezeichnen die
a €@ als Aggregatelemente (kurz: Aggregate), speziell fiir & = 1 liefert
jedes o € K ein Aggregat {«}. Ein Aggregat {a), a,, ..., &, } mit a; =
Pa;,cK,j=1,2, ... n wird als gitterartig, kurz g-Aggregat bezeichnet,
wenn gilt:

a;; N ay; =0, oder a;; = a, fir jedes Paar (7, k) aus {1,2,..., n
und jedes 7€ 1.

! Sind §,, 7 €I, Felder, so bezeichnet man I” ¢, als ein Produktereignis.
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Gitterartige Darstellungen fiir Aggregate erhidlt man folgender-
mallen:

I. Es sei zuerst & = P a; € K, und es seien endlich viele Komponenten
von &« ctwa a;, a;, . .., a;, Vereinigungen von paarweise unvereinbaren
Ercignissen aus &;, §i,0 - - - &, etwa:

@, =a; Jay;, V- -Vari, 1= n<+4oo k=12 L.

T

Aus dem Ausdruck
(@i, Vas; V-V, ;) X X (@, V as; - \V A i)
crhalten wir durch formale Entwicklung nach dem distributiven Gesetz
insgesamt r = ry 7, - - - #, #-Tupel der Form:
By X Xy mit 1=k, v, m=12...,n (L)

Jedem #-Tupel (1) ordnen wir das P-Element oy, . . ¢, zu, das
wir aus P a; erhalten, in dem wir die Komponenten a, a,, - - 4, durch

@iy Wiy - - - A, i, eTsetzen. Die » P-Elemente oz 1 SR, =700
m = 1,2, ..., nsind paarweise unvereinbar und bestimmen ein Aggregat
&1, &g, - . ., &}, das wir als eine Zerlegung {~;, x,, . . ., «,} des P-Elemen-

tes & bzw. des Aggregates {x} in r feinere P-Elemente bezeichnen.

Die in dieser Weise erklirten Zerlegungen von « in feinere P-Elemente |
sind immer gitterartige Aggregate. Das Aggregat {x} selbst betrachten
wir cbenfalls als eine solche Zerlegung; wir erhalten nimlich diese Zer-
legung, wenn wir r,, =1, m=1,2, ..., i, sctzen.

I1. Es sei nun {&;, &, . . ., &,,} ein beliebiges Aggregat. Jedes Aggre-
gat {af, oF, ..., x¥}, n = m, welches wir aus dicsem durch Zerlegung
der o;, § = 1, 2, ..., m in feinere P-Elemente erhalten, nennen wir einc

Zerlegung von {ay, &g, - . ., &, } in feinere P-Elemente {af, a3, .. ., x¥},
n = m. Esist klar, daB eine Zerlegung von {x,, ay, . . ., a,,} nicht immer
ein gitterartiges Aggregat zu sein braucht. Eine Zerlegung {xy', &3, ..., 4%},

n = m, von {a, m, .. ., &,,} in feinere P-Elemente, dic cin gitterartiges
Aggregat bildet, bezeichnen wir als eine zu {u, n,, . - vy, gehdrige
Gitterzerlegung oder als eine gitterartige Darstellung von {o, &y, . . ., x,, ).
Wir iiberlassen dem Leser, die Existenz von gitterartigen Darstellungen

cines Aggregates {«y, &y, . . ., ,,} nachzuweisen (vgl. D. Karros [2]).

Man kann auch zeigen, dal} zu je zwei Aggregaten {x,, a, . . ., x,,} und
{B1, Bar - - -, Bi} gitterartige Darstellungen {af, &3, . . ., a}, # = m, und

(BE, pE, .., Br), h=1, derart gehoren, daB je zwei der aj, B entweder
unvereinbar oder gleich sind. Wir definieren jetzt eine Gleichheit in @.
Zwei Aggregate {y, &y, . . ., x,,} und {B;, f,. . . -, f;} heiBen gleich, wenn
entweder jedes nur aus der P-Null besteht, oder zu beiden eine und die-
selbe gitterartige Darstellung gehort. Die Gleichheitsaxiome sind erfiillt.
Nach dieser Definition ist speziell jedes Aggregat gleich einer jeden
seiner Gitterzerlegungen. Die Ordnung in @ definieren wir nun, wie folgt:
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Wir schreiben {x;, &g, . . ., &, } S {1, Ba, - - -, Bi}, Wwenn zu diesen bei-
den Aggregaten gitterartige Darstellungen {af, &%, . . ., o}, n = m, bzw.
{BE, B%, .. .. B}, B = k, h = n, derart gehéren, daB jedes «f gleich genau
einem B ist. Die definierte Gleichheit und Ordnung in @ sind unab-
hingig von der Wahl der Elementen-Gitterzerlegungen und fithren in @
die algebraische Struktur eines Booleringes ein.. In @ wird jetzt K
beziiglich € und = isomorph eingebettet. Man ordne ndmlich jedem
x € K als Bild in ® diejenige Aggregatenklasse zu, die das Aggregat
{o} als Reprisentant hat. Diese Abbildung ist beziiglich =, <, N einc
Isomorphie von K in @. Offenbar aber nicht fiir die Oper'ltlon (VA

Im folgenden identifizieren wir K mit seiner Embettung in @. Auller-
dem benutzen wir allgemein zur Bezeichnung der Aggregatklassen in @
griechische Buchstaben. « € @ soll also immer eine Klasse « in @ von
gleichen Aggregaten bedeuten. Ist nun {x;, &, ... o) mit ;€ K,
j=1,2, ...,k cin Aggregat dieser Klasse «, so durfcn wir schreiben
a =0,V U -\J &, d. h. wir diirfen die Klasse « durch die Vereini-
gung «; V«, U ---\Uo der paarweise unvercinbaren P-Elemente
&;€ KC @ reprisentieren. Wir bemerken auBerdem, daB K als ein
Untersystem von @ betrachtet, abgeschlossen fiir die Operation /N ist
und daher K* = & gilt, d. h. @ fillt mit dem kleinsten Booleunterring
von @ iiber K zusammen. In @ kann man jeden Boolering §,, 7€ I,
totalreguldr einbetten. Man ordne ndmlich jedem x € §; dic Aggregat-
klasse in @, die als Reprisentant das P-Element & = Pa,€ K C®
hat, wobei a; = x und «@; = ¢; fiir jedes 7 =7, i € I, gilt. Es sei @, die
totalregulire Einbettung von'{; in @, fiir € I, dann ist die mengen-
theoretische Vereinigung S =\/ ®; ecine algebraische Basis von @,

Cjel
denn SN = K also §™ — K* — &. @ besitzt also die Eigenschaften I

und IT von Nr.11.1 des cartesischen Produktes P §;. Es ist nun
tel

leicht zu zeigen, daB @ die Eigenschaft III von Nr. 11.1 besitzt. Bedeutet

nimlich ¢, ein Homomorphismus von @; in.cinen Boolering B fiir jedes

7€ 1, so ist die Abbildung ¢, die man folgendermaBen erklirt:
L () = () fir jedes a €@, i€ 1. o
el.
2. (P(o‘i.f\o" /\"'/\0‘7'1\) :tpix( il)/\q)i (0‘7')[\ [\(pﬂ.( Xje) fur

jedes a;, M aj, N - /\o‘“»ES”—K mit &, E(I) ce=1L12,..,k
S B+, + -+ Bi) =y B;) to ﬁ;‘,) Fooe o, fir
jedes ﬁ71+ﬂ7.. “+ p;, €SN =@ mit ﬂ,LEK k=1,2,. 1,

eine eindeutige Abblldung von @ in 9B, und zwar ein Homomorphlsmus

Die Existenz cines cartesischen Produktes P &, ist damit bewiesenl.
iel

) ! Fiir einen anderen Beweis, der aber die klassische Theorie der Prodult-
rdume als bekannt voraussetzt vgl. Nr. 12.4 Bemerkung.
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Ist @ cin cartesisches Produkt der Booleringe §;, < I, so schreiben wir
im:folgenden ® = P §,.
g tel
11.3. Das cartesische Produkt von W-Feldern. Es sei (§;, w,) eine
FFamilie von W-Feldern mit7€ Jund m(Z) = 1,und® = P {; das carte-
el

sische Produkt der Booleringe (Felder) &;, 7€ 1. In @ kann man eine
W. 7-folgendermaBen erkliren:

1. Fiir jedes « = P a;€ K ist nach Definition a; = ¢; fiir héchstens
endlich viele Indizes etwa hochstens fiir die Indizes 7, 75, . . ., 7,. Wir
definieren dann

7 (o) = w, (a;,) wy, (a,) - - - @y, (ﬂik),
der P-Einheit ¢ ordnen wir die W. s (¢) = 1 zu. Fiir die P-Null o ist
dann offenbar 7z (0) = 0.

2 Istxed,alsoa=x; Vo,V -V mit x;EK, 7=1,2,...,k,

und «; «; = 0 fiir 7 == 4, so definieren wir

(%) = 7o) + wlog) + - + 7w,
sozriuit‘ ist m(x) unabhingig von dem gewihlten Reprisentanten
oy VgV e+ U, von o.

D'yaB 7 eine W. auf @ ist, ist leicht zu beweisen. (@, ) ist also ein

W-Feld. Wir setzen:
(@, 7) = P (& w,)
jel
und bezeichnen (@, n) als das W-Produktfeld der W-Felder (%,, @,),
1€ L. (§;, w,), 1 € I, heiBen die Faktoren (oder Komponenten) von (@, 7).
Ist eine Komponente (&;, w;) ein o-W-Feld, so ist seine Einbettung
(®#;, m) ein o-W-Unterfeld von (@, n), da ja die Einbettung ®; von ;
in @ totalregulir ist.

Wir bemerken, daB, wenn jede Komponente (&;, w,) ein o-W-Feld
ist, so auch jedes Einbettungsfeld (®,, 7) ein ¢-W-Unterfeld von(®, n)
ist; die W. &t braucht aber nicht auf @ stetig (c-additiv) zu sein.

11.4. Erweiterung ecines W-Produktfeldes. Eigenschaften. Es sei
(®,7) = P (§,, w,), das W-Produktfeld der W-Felder (¥,, w,), ¢€ 1.

tel -

Es sei (@, @) die z-Hiille (o-Erweiterung) von (@, ). Wir setzen (@, 7) =
P (%, ;) und bezeichnen dies als das o-W-Produktfeld der W-Felder
el

(§; w;), 1€ I. Dieses o-W-Produktfeld ist ein o-W-Feld. Es bedeute
(®,, 7) die isometrische Einbettung von (®, z) in (@, ). Sie induziert
fiir jedes 7 € I eine Einbettung (®9, ) von (§;, w;) in (@, 7), die man als
cine Einbettung von (§,, @) in (®, 7) betrachten kann. Die W. 7 ist

stetig auf @y bzw. auf @f relativ @. Ist insbesondere w, stetig auf ;, s0
ist:auch 7 auf @ stetig, und zwar unabhingig vom Oberfeld @, bzw. b,
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d. h. die Einbettung ®? von &; in @ ist in diesem Falle o-regulidr. Jedoch

ist die Einbettung @, von ® in & im allgemeinen nicht o-regulidr. Setzt
man S, =\/®Y, so ist S, eine mz-Basis (BoreL-Basis) von @, Man
jel
kann leicht zeigen:
Wenn (5-], Z;j) die w;-Hiille von (F;, w;) fiir ]cdes j € 1 bedeutet und

(b*, n*) = P (ly,, w;) das W-Produktfeld bzw. (D*, 7%) = P (z)'. w,)

das o-W Produktfeld der (f{-,.,z’c‘),.),ié I, ist, dann ist (&%, 7*) 1som(,tr|sch
zu ((I) T) = P (& w,)-
jel

Es sei (§,, w;) ein W-Feld mit einer empirischen Basis (¥, w,),
:€ 1, unddabei sei I eine abzdhlbare Menge. Es sei ferner K bazw.
K?°, dic Menge aller P-Elemente gebildet aus den §, bzw. §9, 1€ 1. Wir
setzen:

(D, 7)) = P (F,;, w;) baw. (P, 7% = P (§F?, w,),
el iel

dann kann (@9, 2% in (@, ) isometrisch cingebettet werden und die Ein-
bettung bildet offensichtlich eine empirische Basis von (@, #). Da aber
K9 abzdhlbar ist, so ist @0 abzihlbar; somit ist auch die Einbettung von
®0in @ abzihlbar. (@, n) ist also ein W-Feld mit einer empirischen Basis.

Es ist nun klar, daB dic ¢-W-Produktfelder (®°, %) = P (&, w,) und
iel
(®,7) = P (¥,, w,) isometrisch sind. Es gilt deshalb der
iel

Satz 1. Besitzt jedes W-Feld (,, w,;), i€ I, eine empirische Basis
(abzihlbare w;-Basis) und ist I abzihlbar, so besitzt (@, ) = P (F;, w,)
iel

i
ebenfalls eine empivische Basis (abzdhlbare n-Basis) und deshalb ist
(fi),ﬁ) = 151 (¥, w;) ein empirisches o-1W-Feld.

Bei h;;reichend groBer Kardinalzahl der Komponenten ist das W-
Produktfeld bzw. o-W-Produktfeld atomfrei, genauer:

Satz 2. Vor. Es seien (§,, w,), 1 € I, W-Felder, wobei die M dchtigleit
von I = §,.
Beh. 1. Es besitzt (@, ) = P (&, @,) keine Atome.

2. Es besitzt sogar (f/),n) = (‘,'3‘-, w,;) == p (%«i, w;) keine Atome,
iel iel

wenn

A. die Michtigkeit von I > 8, ist oder

B. es zwei Konstanten &, &, und eine Teilmenge 1' von I mit abzéhlbar
unendlich vielen Elementen gibt, so daf fiir jedes i € I' C I mindestens ein
a; € §; existiert mit 0 <& < w;(a;) =& < 1.

Zusatz. Gilt fiir eine Teilmenge I' von I mit der Méchtigheit m (I') =: N,
dafp (§;, w;) fiir jedes 1 € 1" isometrisch zu cinem beliebigen aber wvon 7
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by

unabhdngigen W-Feld (F, w) ist, so ist dic Bedingung B erfiillt und
folglich gilt dic Beh. 2 des obigen Satzes.

Beweis des Satzes. Belr. Beh. 1. Es geniigt zu beweisen, daB kein
a € K ein Atom in @ ist, denn jedes o € @ ist in der Form o; V o, U - - -
Vo, mito; € K, 7="1, 2, ..., k, darstellbar, wobei die Glieder paarweisc
fremd sind. Es sci also o = P @, € K, « == 0, wobei a, = e; fur jedes
¢ € I ausgenommen nur endlich viele Indizes, etwa 4,, 4, . . ., 7, € I. Fiir
jedes 7 € I existiert ein b; € &; mit 0 <<w,(b;) < 1. Ferner existiert ein
1" == 1,1, ..., 4,in I. Das Element § = P d, mitd; = b;., sonstd; = aq,
fir € I mit # == 1" ist also verschieden von o und echter Teil von A,
d.h. « kein Atom.

Betr. Beh. 2, A. Es sei a € P°° = fE, ~ == 0. Dann ist & = N «; mit

. 4 " P B . 5 g i '

NE®” und w265, 7=1,2,..., auBerdem «;=\/a;, wobei
n

o €K, j,n=12 ..., und aj a; =0, k= Nun betrachten wir

jedes a;, = P ai.'". Es existieren endlich viele Indizes ¢ fiir jedes 7, i,
so daB an 4= ¢,, sonst aber aj» =, Fir alle j, » existicren deshalb
hochstens abzihlbar viele Indizes 7, so daB aln == ¢,, sonst aber aln = e,.
Da die Moglichkeit der Indexmenge I groBer als §, ist, so existiert ein
1,€ 1, so daB a{;' =g¢; fiir alle §,n=1,2,... gilt. Nun setzen wir

®, = P afn mit an = a; sonst ajn=al. Hierbei soll q; fest fiir
n del o

alle , 7 sein und auBerdem sei 0 <w; (a;) < w; (e;) = 1. Das Element

A" = N\ «;mit a] = '/ &} istdann in « enthalten und verschieden von o
a
n

und weil 7 (a') = w; (a;) 7(x) <7(a) gilt, so ist &’ echter Teil von A,
also o kein Atom.

Betr. Bel. 2, B. 1. Wir zeigen zuerst: zu jedem « € @7, « == o existiert
¢in B € @9 derart, daB 8 echter Teil von xist und &, 7 (¢) < 2 (f) = & 7w ()
gilt. Da & in der Form ~=V«; mit apa,, =0, kEm, xEKN,
j=1,2, ..., darstellbar ist, so brauchen wir I. nur fiir jedes « € K,
~ == 0 zu beweisen. Es sei also ~ € K, wie in Beh. | gegeben. Nach
Voraussetzung (B) existiert zu jedem i€ 1’ CI ein a;€§,; so dab
& < w,(a)) < &, gilt. Ferner existiert ein festes ¢’ € I verschieden von
den Indizes i, 1,, ... 7,. Das Element = Pb, mit by = a; sonst
b; = a; fiir i € I, i %=1’ ist, also verschieden von o und echter Teil von a,
wobei noch & 7 (x) < #(B) = «(x) & ist. Damit ist die Beh. I auch fiir
« € @° bewiesen.

1I. Es sei nun o € %% = @, also a = N &, mit &, € ®°und 5,2 &, .1
n=1,2 ... Dann gilt 7(s) = limz(x,) und 0 =< 7 (x) <7(ex,)- \’\.’ir
ordnen jedem «,, ein 8, nach 1. zu, so daB B, echter Teil von «,, verschic-
den von o ist und 0 <& #(x,) =n(f,) S &aly,) <l,n=12 ...
gilt. Dann ist o == lim alg B, = f echter Teil von «, denn es gilt B. Ca,
und 0 < & z(x) < z(B) < & m(x) <m(a). Damit ist aber gezeigt, daB
« € ® kein Atom ist.
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11.5. Darstellung von Atomen in einem W-Produktfeld. Es sei

(®,7) = P (§,;, w,) ein o-W-Produktfeld mit den Komponenten (§,, w;)
iel

a-W-Felder fiir jedes 7 € I. Nach Satz 2 ist fiir die Existenz von Atomen

notwendig, daBB m(I) < N, ist. Wir wollen nun im Falle m (I) = N, unter-

suchen, wie sich in (®, @) cventuell vorhandene Atome darstellen lassen.
Die Gesamtheit K aller P-Elemente bildet bekanntlich, als Untersystem

von @ betrachtet, ein N-Untersystem und es gilt K'9% — K29 = ¢,
Der Booleunterring K¥ = ® von @ ist eine BorELbasis von & und besitzt
keine Atome. Aus der Darstellung @ = K* %7 von & folgt: wenn in ®

. o
Atome existieren, so sind sie als Durchschnitte « = (®) /" «, mit

y=1
a,€® und « dw,,q, v=1,2,..., darstellbar, sie gehéren also zu
®y = K*% und es gilt: 7(x) =limz(x,) == 0. Hierbei kann die streng
absteigende Folge &4, «,, . . . nicht aus endlich vielen Gliedern bestehen,

denn kein o, € @ ist ein Atom in @. Wir setzen op = oz 1 Vg o V- -
Vag, mitog, € K,m=1,2,...,7n,k=1,2, ..., wobei beigleichem
ersten Index % die «; ,, paarweise fremd sind. O. B. d. A. kann ange-
nommen werden, daB jedes 4.1, In genau einem «; ; enthalten ist.
Wir betrachten nun

B) N\ (g VgV V). ®

Durch formale distributive Entwicklung der linken Seite von (2) ent-
stehen Durchschnitte der Form oy, N &, /N -« - Thre Vereinigung ist
im allgemeinen nicht gleich «, denn das allgemeine distributive Gesetz

braucht in @ nicht zu gelten; jedoch ist diese Vereinigung in « enthalten.
Nun bemerken wir, daB jeder Durchschnitt &; , N\ oy, /N * - - entweder
fiir ein » abbricht, wenn nimlich in &,,¢, kein «, 4 1 ,, enthalten ist, oder

nicht abbricht. Da «y, &y, . . . streng absteigt und nicht abbricht, so
gibt es nicht abbrechende Durchschnitte ;% &, und fir diese Durch-
schnitte gilt offensichtlich: "

Xy, 2 Oy, Und &, Nxa=0, v=1,2,... (3)
Nehmen wir zuerst an, daB ein nicht abbrechender Durchschnitt, als
Element in ®° C @ betrachtet, nicht leer ist, so daB also (@) ;% Oyp, =
B #= o gilt. Dann ist BC «, und weil & ein Atom ist, so muB :9==1 & sein.
Man kann also in diesem Falle « durch ?\ oy, mit o, , € K dér-

v=1

stellen. Andererseits kann ein nicht abbrechender Durchschnitt, als
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~ [e o]

Element von ®°C & betrachtet, nicht leer sein. Denn aus /1 «,, = 0
r=1

folgt lim 7 (v,,,) = 0, so daB fiir geniigend groBes » gilt 7 («, ) <7 ().

y—>00
Daraus folgt n(zx,_,,,/\o;) <m(x) und wegen «,, No==0 auch
7T ((x,.,,P N o;) >0, d h «,, N« Ca, also « kein Atom (Widerspruch!).
.
Es gibt also genau einen nicht abbrechenden Durchschnitt (@) /1 %yt
v=1
mit o, , € K, der das Atom « darstellt. Es wurde also gezeigt:
oo

1. Zu jedem Atom « € @ existiert stets eine Darstellung &« = /\ &,
y=1
mit «,€ K, also mit x, = P o Hierbei kann angenommen werden,

tel

daBw, > o, 1, v=1,2, .., gilt, d. h. daB die Darstellungsfolge &}, x,, ...
streng absteigend istl.

2. Bei der Darstellung 1. eines Atomes « € @ gilt: Zu jedem j€ I
existiert ein » derart, daB die j-te Komponente a} von «, = P aj ver-

tel

schieden von ¢; und 9, ist.

Denn gilte fiir ein j€ I 2. nicht, so gibe es ein Element = P b,
mit b; &= ¢, 0, und b; = ¢, fiir alle 7 == 7, 7€ I; dann wire 0 <w(b;) =

. oo
n(f) < 1. Daaberfo = () N B«,gilt, soistz(fa) =lima(f«,) =
y=1

7 (f) lim 7 (x,) = 7 (B) m(x) <m(«) also B« echter Teil von « und ver-
schieden von o, d.h. « kein Atom (Widerspruchl!).

3. Bei der Darstellung 1. eines Atoms « € @ gilt:

oo
(F,) N aj ist = 0; und ein echter Teil von e;.
i=1

DaB dieser Durchschnitt echter Teil von ¢; ist, folgt aus 2. Wir zeigen
nun, daB dieser Durchschnitt nicht leer ist. Wir setzen dazu f, = P b}

.. ©o
mit b = af und b} = ¢, fiir alle 7 = j; dann ist 8,2 «, also (@) N B

v=1

PE ~. ©o )
2 ((I)) N x,=x=0,d.h. (@) N\ B, istnicht leer. Esgilt aber ((D) NBEK
v=1 v=1 v=1
oo
nimlich = .P‘r x;, mit x;=(F,) /N aj und x,=¢, fir alle 77
1€

v=1

(o]
(§;) /N a; kann daher nicht leer sein. Wir bezeichnen einen Ausdruck
y=1
P x, mit 8, C x; Ce;, %, €, 1€ 1, als ein Grenzproduktelement. In
tel 5
einem Grenzproduktelement sind also alle Komponenten x, verschieden

-1 Letztere Annahme kann gemacht werden, weil «, € If, v = 1, 2, w55

keine Atome in @ sind.
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von 0, und e, 1€ 1. Nach 3. gilt, daB das Element v; = (%)) R o

fiur jedes 7€ 1 verschieden von 0; und ¢; ist, d. h. der ~\usdruck P X,
16[
mit diesen Komponenten ein Grenzproduktelement ist.

Wir denken nun die Menge / in irgendeiner Weise numeriert Hlso
(i), iy, .. .} = I und betrachten folgende Folge:
. v .. 2 pa ] 3 .
f]c mit ¢} (& /\ af v =10 .. 4, ynd
)
¢! = ¢, sonst ; dann ist offenbar y, )7' =1, 2,... Den Durchgehyitt
= @ . .
((D) N 7, bezeichnen wir dann mit dem Grenzproduktelement  p ‘.
[ | icrl Y
also

o~ oo
@) A= P,
v- 1 pericl

Wir behaupten: Es gilt ((7)) /\\I Ve = N

Es ist nimlich offenbar y,2 &, v = 1, 2, . .. Es-geniigt daher zy 4.
gen: Fiir jedes » = 1, 2, . .. existicrt ein m derart, dall v, 2y gilt.
Bei der Darstellung ~, = .P a; existieren hdochstens endlich viele

Indizes {j, fa, - - },,Q I mit a,q F 6, ¢=1,2...k, sonst " — ..
Die Menge {7, 7y, - - -, Ji,} ist in einem Abschnitt der 1b4(1h1b1ron Mong(
Uiy, 7, . . .} enthalten. Es sei {7, 7, ... 4,} dieser Abschnitt, dann gilt
oo
offensichtlich &, 2 y,,. Hiermit ist gezeigt worden, dal3 (@) Ny, =«

el
gilt. Wir haben also bis jetzt folgenden Satz bewiesen:

Satz 3. Es sei duas o-1-Produktfeld ((7) 7) :.13[ (& w,), wober

L€
ml) =8, und (§,, w;) citn o-W-Feld fiir jedes i ¢ I. Es sei ferner xc @,
a == 0 und  ein Atom in @ . Dann existiert stets ein Grenzprodulicle-

ment PI x,mit 9, Cx, Ce,, 1CI, derart, daf ~ = P x;, d. h x —
2 iel

L€

o oo
((f)) Ve mit oy, = Pci, ¢i=x; filr i =4, 4y, ..., 0, und ¢ — e.
w1 iel . = 1 i
sonst gilt. Hierbel bedeutet {1y, 7y, ...} irgendeine Numerierung von I.

Wir zeigen nun auBerdem:
Zusatz 1. Bei der Darstellung des Atoms « vom vorigen Satz ist im
Grenzproduktelement _PI x; jedes X, € F, ein Alom in ¥, 1€ 1.
1€

[ee]
2. Es gill m(o) = II w; (%)
. =S T
5. Die Darstellung ist eindeutig bestimmt.

Beweis betr. 1. Es sei fiir ein j€ I, x; kein Atom, dann existiert ein
y;mit §; Cy; C x;, also 0 <w;(v;) < w;(x;) < 1. Wir betrachten dann
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p= “:I ; mit b; = y,, sonst b, = ¢; fiir jedes 7 == j, dann ist fo =

(@) /\ By.alsox(f ) = x(B) lima(y,) =a(f)a(x) =0, alsox (B ) <
T (o ), d. h. i & == o und echter Teil von &, d. h. a kein Atom (Widerspruch!).
Betr. 2. Klar, denn 7 (y») = w;, (v;) wy, (x;) - - w;, (x,-,_) :
Betr. 3. Giibe es ndmlich cine zweite Darstellung von o durch I’ v;
iel

mit v, == x; fiirein j€ I, dann wiire y; N\ x;=0,;. Wenn wiralsoy, = P ¢f

mit ¢ =4, fir 1 =14, 4, ..., 1, und sonst ¢ = ¢; setzen, dann ist

¢

PNy, =0, d.h. y= N\ x,N N\ vy, = o (Widerspruch!).
s gilt auch umgekehrt:

Satz 4. Es sci ((I), n) = .PI (& wy), wobel m(l) =N, und (F;, )
L€
fitr jedes 1 € I eino-W-Feld ist. Essei P x;ein Grenzprodultelement mit 6, C
iel
X, Cep it €1, und x;ein Atom in§,, 1€ I. Es gelte ferner fiir eine Numerie-

o o]
rung iy, Iy, .. } von I: J] w;, (’\‘f.) == 0; dann stellt der Durchschnitt
- & FU | g g
5 o o]
((l)) N\ vy, wobel y, = l’ ci,ci=x; fliri =15, 1y, ... 1, undc{ =c¢; sonst
1

~ (e o]
ein Atom o in @ dar und es gilt w(a) = [T w;
vl 7

(X'.r.)'

Der Beweis ist klar.

11.6. Das Wahrscheinlichkeitsfeld eines Systems von freien Ver-
suchen als W-Produktfeld und seine Eigenschaften. Es bedeute §; den
Boolering, den zwei Atome a;, a;, erzeugen, also es sei i, = {0, a;, a;,, €},
1€ 1 mit m(/) =m. Dann ist der Produkt-Boolering & = P & 1so-
morph zum freien Boolering 8,, von m freien Ereignissen ‘\ } il (vgl.
auch Nr. 11.1). Man braucht nimlich nur jedem Monom y; N vy; N - - -
Nv; €W, das Produktelement Pz mit z; = a; 4, wenn v,-,.: A

- n . . ., 3 o - o N
und Zi, = dj, 0, WENN Y = = A7, Ist k=1,2 ..., n, sonst z; , Zuzu-
ordnen. Durch geelgnct(‘ Wahl der W. auf jedem g, und (Luf ‘B,“ kann
man erreichen, daB (#,7) = P (§;, w,) isometrisch zu (B, @) ist.

iel

Es gilt nun:

Satz 5. Vor. Es sei ((7) 7‘) = .]21 (&, w;) ein o-W-Produktfeld, wober
ml) =8, und F; der Booh’rinlg F:i=10,a;0,a;,, ¢, i€1, sei, den
zwel Atome a; , a; 1, 1€ 1 erzeugen. Es gelle w;(a; o) = ! fiir alle 1€ 1.

Beh.: Folgende Aussagen sind gleichwertiy:

1. Das o-W-Produkifeld (&), :z) ist atomar, d. . @ zum Boolering aller
Teilmengen der Menge der natiivlichen Zahlen isomorph.
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= (e}
2. Die Reithe X W, (“f,,,o) konvergiert fiir eine Numerierung

{4, 95, ..} =1.
Dieser Satz ist eine Folgerung des Satzes:
Satz 6. Es sei (b, 7) = _I~’I (T w;) ein o-W-Produktfeld, wobei
L€
m(l) = N, und §; der o-Boolering, den die Atome {a; o, a; 1, a; 2, - . .},
i €I erzeugen. Es gelte w,(a; o) = w,(a; ) fiir alle icl und k=1,2, ...
Beh. Folgende Aussagen sind gleichwertig: ‘
1. Das o-W-Produktfeld ((7) n) ist atomar, d. h. @ zum Boolering
aller Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen isomorph.
2. Die Doppelreile
[se]
-iL: LYy (aiv,k) (1)

konvergiert, wobei I = {iy,1,,...} eine Numerierung von I.

Beweis. Nach 11.5 existieren Atome in @ dann und nur dann, wenn
Grenzproduktereignisse P x; existieren, wobei jedes x; =a, , fiir ein
iel ’

oo
k=0,1,2,...,und /€1 ist und auBerdem H1 w;, (x,—l,) , bei einer Nume-
rierung {7, 7,, . . .} = I, gegen eine Zahl £ == 0 konvergiert. Wir betrach-

' 00 [s.0]
ten nun das unendliche Produkt 1_'[1 {k‘—s()wi” (a,.v_k)}z 1. Durch for-

male distributive Entwicklung des Produktes links erhilt man iiberab-
zihlbar viele unendliche Produkte der Form
[se]
v]Jl w;, (¥;,) mit v = a; ;. (2)
Nach einem Satz von GRuMMICH [1] (vgl. auch BoreL [1]und Karros [3])
gilt: Falls die Doppelreihe (1) konvergiert, dann existieren héchstens
abzidhlbar viele solche Produkte, die gegen Zahlen & == 0 konvergieren
und die Summe dieser Zahlen ist gleich 1.

Falls die Doppelreihe (1) divergiert, dann existiert iiberhaupt kein
Produkt der Form (2), das gegen ecine Zahl & &= 0 konvergiert. Jedem

x;, das ein
tel

Atom in @ bestimmt und weil die Summe der Wahrsckeinlichkeiten
solcher Atome gleich 1 ist, so ist ¢ atomar. Im Falle der Divergenz der
Doppelreihe (1) haben wir keine Atome, d. h. @ ist von Typus I. Nach
dem Satz von GRUMMICH gibt cs keine andere Méglichkeit. Satz 6 ist
damit bewiesen.

[ee]
L 11 w;, (v;,) = & entspricht ein Grenzproduktelement P :

Bemerkung 1. Es wurde also auBerdem gezeigt: Fiir m(I) = N,

und atomare Faktoren ,; ist ® von T ypus I oder Typus III (vgl. Nr.
10.7).



IV.11. Cartesxsche Produkte von W- l‘eldern 63

Bemerkung 2. Mit Hilfes des Satzes 6 und Bemerkung 1 kann man
ein Beispiel eines Booleringes & bilden, der zwei Wahrscheinlichkeiten w

und v tragen kann derart, daB3 der o—Boolering %w der w-Hiille von (§, =)
von Typus I, dagegen der a—Boolermg &, der v-Hiille von (g, ») von

Typus III ist, also §, und %, nicht isomorph zueinander sind (vgl.
Bemerkung von Nr. 8.11).

11.7. Xlassifikation der W-Felder nach Dorothy Maharam. Man
bezeichnet cinen ¢-Boolering M mit Einheit, der ein endliches, strikt
positives und g-additives MaB trdgt, als einen o-MaBverband oder o-
MaBalgebra. Da jedes endliche MaB o auf M normiert werden kann,

nidmlich durch Multiplikation mit wobei ¢ die Einheit von M be-

)’
deutet, so unterscheidet sich die alg(ebraische Struktur der ¢g-MaBver-
binde von derjenigen der g-W-Felder nicht. In Nr. 10.7 haben wir die
algebraische Struktur der o-W-Felder mit einer empirischen Basis be-
handelt. DoroTHY MaHARAM [2] (vgl. auch E. MArRczewskl und
R. SikorskI [1]) hat die Klassifikation von beliebigen g-MaBverbinden
untersucht. Diese Klassifikation gibt einen Uberblick der algebraischen
Struktur von beliebigen o-W-Feldern. Dartiber berichten wir im fol-
genden:

A. Es sei (§, w) cin ¢-W-Feld und a € § mit a 4= 0, dann ist a § =
{x€ §: 2L a} cin o-Boolering mit a als Einheit, das sogenannte Haupt-
ideal in ¥, das dem Element a € § entspricht. Die Restriktion der Funk-
tion w von § auf a § ist offenbar ein endliches, strikt positives und o-

additives MaB auf a §, also —— ( ) eine W. auf ¢ § und daher (a%,w—'z)aQ

ein g-W-Feld. Ist a ein Atom in §, so ist (ao,- 5 )) isometrisch zum

uneigentlichen W-Feld (11, w) (vgl. Nr. 1.4, Bemerkung), wobei 11 = {0, ¢
und w (@) =0, w(e) = 1.
Der o-Boolering § eines g-W-Feldes (§, w) heilt homogen vom Typus
f = 0, wenn fiir jedes a € §, a == 0, der Charakter €z VON @ & gleich
dcm Charakter cg von § gleich 8; ist®. Hierbei bedeute bekanntlich
s dic Mdchtlgl\elt der Menge W (wp) aller Ordinalzahlen < ws. Jeder
atomare o-Boolering wird auch als lomogen vom Typus — 1 betrachtet.
Aus dieser Definition folgt unmittelbar

I. Ist § homogen vom Typus f§ = — 1, so ist auch der o-Boolering
a § fiir jedes @ 4= 0 homogen vom Typus f.

II. Ist (&, @) cin ¢-W-Feld und & homogen vom Typus § = 0, so
ist jedes o-W-Feld (a%,wi:a)) fiir jedes a € §, a & 0, isometrisch zum

g-W-Feld (¥, w).

1 Beziiglich des Begriffes ,,Charakter vgl. Nr. 10.7.
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B. Man zeigt leicht:

II1. Jeder Ordinalzahl # = 0 entspricht ¢in ¢-Boolering 8B, der
homogen vom Typus f ist. Man konstruiert B, folgendermallen: Jeder
Ordinalzahl & mit 0 < & <<wj ordnen wir ein W-Feld zu: (Fs, w,),
wobei §: der Boolering, den zwei Atome erzeugen, d. h. F: = {0, x¢, 1%, ¢},
und  ws (x:) = ws(x§) = -5— ws(0) = 0, w:(e) = | gesetzt ist: Man bilde
dann nach Nr. I1.4 das o-W-Produktfeld: . <Z’ (Fe, we) und setze es

s8] wg
gleich (Bg, 71;). Bpist dann homogen vom Typus g = 0. Ist (F, w) ein 6-W-
Feld und dabei §§ homogen vom Typus fi = 0, so ist (Bp, 7ms) isome-
trisch zu (§, w). Ist dagegen & homogen vom Typus ' 4=, so cxistiert
kein Isomorphismus zwischen & und By (F, w) kann deshalb in diesem
Falle nicht isometrisch zu(B,, st5) sein.

IV. Das o-W-Feld (%, z,) (definiert nach III. fiir g = 0) besitzt einc
empirische Basis und ist gemiB Klassifikation von Nr. 10.7 vom stetigen
Typus, also zum linearen Lebesgueschen ¢-W-Feld (S, u), isometrisch.

V. Ist einc Indexmenge / von ciner Michtigkeit m(I) = 83, =0,
und setzt man (§;, w,) = (B, 75) fiir jedes 7€ I, so ist das a-Produkt-
feld iI:I (§: w;) stets isometrisch zum ¢-W-Feld (B, 7z5).

C. DoroTHY MaHARAM hat folgenden wichtigen Satz bewiesen:

Satz von Maharam. Es sei (§, @) ein ¢-W-Feld, dann existiert stets
cine Zerlegung der Einheit ¢ € & in hochstens abzihlbar viele paarweise
fremde und von ¢ verschiedene Elementen:

ay, as, . . .
derart, daB jeder ¢-Boolering (Hauptideal) «, § homogen vom Typus
A= —1ist und f, ., > B, fir jedes » gilt.

Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf die Arbeit von
D. MAHARAM.

Bemerkung. Mit Hilfe des obigen Satzes von D. Manaram kann
man folgenden Satz beweisen:

VI. Ist der g-Boolering § eines o-W-Feldes homogen vom Typus
f =0, so ist & als metrischer Raum (vgl. Nr. 8.11) betrachtet nicht
kompakt.

Bewers. § ist gemidB Satz 15 vom Nr. 8.11 homdomorph zum me-
trischen Raum B, des o-W-Feldes (B4, 73) von V. In B, aber kann
man Nz verschiedene Elemente finden, deren Entfernung paarweise

=  ist. Man setze niimlich fir jedes &' mit 0 = & <wy by gleich dem
Produktelement Py, wobei y; = ¢ fiir alle & &= & und yy = xg.
0=é<up

Dann ist offenbar 7 (b, + b.) = % falls & == & ist. Die Menge aller
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Elemente by, 0 < &' <wp, ist, aber unendlich und besitzt keinen Hau-

fungspunkt. B ist deshalb nicht kompakt, also auch § nicht kompakt.
Aus Satz VI, Satz von MaHARAM und Satz 16 von Nr. 8.11 folgt:
VII. Ist (&, @) ein ¢-W-Raum, so ist der metrische Raum  dann

und nur dann kompakt, wenn § atomar ist, d. h. vom Typus —1.

12. W-Produkfriume

. 12.1. Cartesisches Produkt. Es sei Q,, € I, eine Familie von nicht
leeren (Mengen) Rdumen £,. Als cartesischen Produktraum oder kurz
P-Raum Q2 = _P 0, mit Komponenten Q,, i€ I, bezeichnen wir die Ge-

samtheit aller Punkte w = {w}ic; mit w;€Q;, 1€ 1. w, heiBt die i-te

Komponente des Punktes w € 2. Es bedeute nun X; ]ewells eine beliebige

nicht leere Teilmenge von £2;, € I. Dann bezeichnen wir X = ‘PI X, d. h
t€

dic Gesamtheit aller w = {w;};c; mit w; € X, als eine Produktmenge,

deren Komponenten die Mengen X, 7€ I, sind. Es ist offenbar X< Q.

Wir setzen im folgenden fest, daB eine Produktmenge _PI X, mit minde-
1€

stens einer Menge X; = @} = leere Menge, die leere Menge 0 darstellt.
Es sei {1, 7y, . . ., 1,} eine beliebige, nicht leere endliche Teilmenge von I.
Dann wird eine Produktmenge der Form P X; mit X = 4;

=

l}-'
1,2 ... n, und X, =0, falls i1, 12, ... 1,,als ein Rechteck
R(4;, 4;, - 45) bezelchnet A;, heiBt die 7;-te Seite von R. Recht-
ecke mit einer leeren Seite stellen die leere Menge @ dar.
12.2. W-Produktriume. Es sei (2, ,,v,;), ¢ €1, eine Familie von
W-Riumen. Es sei ferner Q = ,fl 0, der Produktraum mit den Kom-

ponenten 2;, i€ I. Es bedeute % die Gesamtheit aller Rechtecke:
R(4;, 4;, .. Ai,,) mit 4; € %, k=1,2,..., 0, fur alle endlichen
Teilmengen {11, By + 2w s I Dann ist Rein f\ Untersystem von P (Q).
Der kleinste Kérper von Teilmengen des Produktraumes £ (Borelunter-
ring von P (L)) tiber R ist dann R*. Man bestiitigt leicht, daB dieser
Kérper R* isomorph zum Produkt-Boolering i{?[ f; ist, wenn man jeden

Kérper &, 1€1, als einen abstrakten Boolering betrachtet und die Pro-
duktbildung nach Nr. 11.2 vornimmt. Bei der zugehdrigen Isomorphie
entsprechen den Rechtecken die in Nr. 11.2 definierten Produktele-
mente. Wir werden deshalb im folgenden R* durch & = fI R, be-

zeichnen und den Produktkérper (Produkt-Boolering) mit den Kor-
pern §,,¢ € I, als Komponenten nennen.

Vlr definieren nun auf & eine Quasi-Wahrscheinlichkeit 3, wie
folgt:

Freebn, d. Mathem. N. F. H. 24, Kappos b
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Fir jedes Rechteck R(d4;, Ay, ..., 4;)€ RN wird gesetzt:
P(R) = v;,(4;) vy, (43) - -~ Y, (Ai,,)-
Fir jedes X € & existiert eine Darstellung X = RjV R,V - -- U R,
von paarweise fremden Rechtecken R, R,, ..., R.. Es wird deshalb
gesetzt:
P(X) = p(Ry) + p(Ry) + - -+ + p(I).

Die so definierte Funktion y auf § ist eine Quasi-W., wie man in der
klassischen MaBtheorie zeigt. Es ist deshalb (£, §t, ) ein W-Raum,
den wir als den W-Produkiraum (2, &, ) = i{’I (Q,, &;, v;) bezeichnen,

dessen Komponenten die W-Riume (22, &,, v,), 7€ I, sind.

12.3. o-Produktkorper. o-W-Produktriume. Es bedeute & den
Kkleinsten g-Kérper von Teilmengen des Produktraumes 2 (o-Booleunter-
ring von P (L)) iiber & = l_fl §t;. Wir setzen dann ,&t = ig’l" §; und be-

zeichnen P‘; §t; als den o-Produktkérper, dessen Komponenten dic
t€E

Korper §;, i € I, sind. Es bedeute ,§; den kleinsten ¢-Kérper von Teil-

mengen des Raumes 2; (g-Booleunterring von B(£2,)) tiber &;, i€ [.

Dann gilt: Der o-Produktkérper .PI" «8;, dessen Komponenten die o-
L€
Korper ,&;, ¢ €I, sind, fillt mit dem o-Produktkérper ‘P; §t; zusammen,
rE

dessen Komponenten die Korper §&,, 7 € I, sind. Die Quasi-W. » kann
bekanntlich eindeutig auf ,& erweitert werden. Den Borelschen W-
Raum (9, ,&, p) bezeichnen wir dann als den ¢-W-Produkiraum:

(2, 8, ) = .P; (2, K, v) = .PIG (2;, o8, v,

wobei die Komponenten die W-Réiume (2, §,, v;) oder, was dasselbe
bedeutet, die g-W-Riume (2, ,8;, v;), 7 € I, sind.

Es bedeute nun (Q, L ,§t, v) die Lebesguesche Erweiterung von
(2, o8, v). Es sei ferner v, ein W. auf &, d.h. v, strikt positiv auf
N, 1€ 1. Es bedeute % bzw. N* das g-Ideal der Nullmengen in .t bzw.

L ;5. Dann ist der Restklassen-o-Boolering &/ bzw. L ,{/N* iso-
morph zum ¢-Produktfeld &t = .PI §t;, und wenn man in bekannter
1€

Weise eine striktpositive W. ¢ auf /N bzw. L &/N* durch

q>£X/9?) =p(X) Dbzw. @(X/N*) = p(X) definiert, dann st
(R, ) = .PI (R;, ;) isometrisch zu (t/N, ) ~ (L ,K/N*, y).

te

12.4. Darstellung von W-Produktfeldern durch W-Produktriume.

Es sei (§;,w,), i€ I, eine Familie von W-Feldern und (®, 7) = .PI (& w@;)
1€

das W-Produktfeld mit den W-Feldern (¥;, w,), ¢ € I, als Komponenten.
Nach Nr.9.2 kann man jedem W-Feld (§,; w,) einen W-Raum
(£2;, 8;,v,), £ € I, derart zuordnen, daB v; auf &, o-additiv relativ (2,
ist. Bildet man nun den W-Produktraum:

(Q, 8,9 = iEPI (2, R, v),



so ist §t isomorph zu @, weil die Komponenten §; isomorph zu §;, i € I,
sind. AuBerdem ist y relativ 8 (@) g-additiv auf &, also (Q, &, ») ein
W-Raum, und weil (8, y) isometrisch zu (@, z) ist, so ist (2, &, ) ein
Darstellungs-W-Raum des W-Feldes (®, x).

Bemerkung. Die Existenz des cartesischen Produktes einer Familice
von Booleringen §;, ¢ € I, die wir in Nr. 11.2 bewiesen haben, kann
auch mit Hilfe des Stoneschen Darstellungssatzes bewiesen werden,
wenn man die klassische Theorie der Produktriume als bekannt voraus-
setzt. Fiir jeden Boolering §; sei ndmlich §; der Darstellungskorper
von Teilmengen ciner Grundmenge 2; nach SToxE. Dann bildet man
den Produktraum Q2 = i{’I Q,, betrachtet die Gesamtheit 9 aller Recht-

ecke R (A4;, 4;,...,4d;) mit 4, €R®;,, £ =1,2,...%, und den klein-
sten Korper § tiber . Der Korper &, als ein abstrakter Boolering be-
trachtet, hat dann, wie man leicht zeigt, die Eigenschaften des cartesi-
schen Produktes {)1 &; von Nr. L1.1 (vgl. SIKORsKI [3]).

t

KapitelV
13. w-Unabhingigkeit in W-Feldern

13.1. w-unabhiingige Untersysteme eines W-Feldes. LEs sei (§, w)
cin W-Feld. Eine Teilmenge U von 3, die abgeschlossen fiir die in &
erklirte Operation /N, in Zeichen AN = 9, ist, bezeichnen wir als ein
N-Untersystem von &, falls % mindestens ein Ereignis == 0 enthilt. Es
sei jetzt I cine beliebige Indexmenge. Die N-Untersysteme A, i€ 1,
von § heilen w-unabhdngig in §, wenn gilt: Fir jede beliebige endliche
Teilmenge {7, %, . . ., 7,} € I und beliebige a; € A

i k=12 ... n, ist

wla, Na;, N Na; ) =iw(a) w(a;) - wla). (U)

Aus dieser Definition folgen unmittelbar:

Satz 1. Sind die N\-Untersvsteme N,, i € I, von § w-unabhdngig in ¥,
so ist jeder endliche Durchschnitt ay N a;, N ---Na; mit a; €Ay,
k=12, ..., n nicht leer, wenn a; == 0 Jiir k=1,2,...n ist

Satz 2. Sind die N-Untersysteme U, 1 € I, von § w-unabhdingig in §,
so sind beliebige N-Untersysteme B; von § mit B,C A, fiir alle i€ I'C 1
ebenfalls w-unabhingig in §.

Wir zeigen nun:

Satz 3. Vor.: Die \-Untersysteme W,, i € I, von §F seien w-unabhangiy
in §. (AL, w) sei das kleinste W-Unterfeld von (§, w) diber Ay, 1€ 1, und
(N, w) das kleinste W-Unterfeld von (3, w) iiber der mengentheoretischen

Vereinigung \ ) A, = €, das also jedes A, 7 € I, als N-Untersystem enthilt.
iel

5*
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Beh.: 1. Die Booleunterringe Q[:z €1, von § sind ebenfalls w-unabhin-
gig n F.

2. Das W-Feld (U, w) ist isometrisch zum W-Produktfeld (@, x) =
PI (AF, w;), hierbei ist w, = w, i € I, gesetzt. Diec Isomorphie fiihrt ins-
1€
besondere jeden Durchschuitt ag N a;, N -+ N a; € Amit{dy, 1y, ..., 3,}C 1,

a; € QI:L, k=1,2,...,n, tn das P-Ereignis i{’l x, mit x;,=a; fir

i=1), 1y, ..., 0, und %, =¢;,=¢ fiir i€ —{i}, 1y, ..., 1,} iiber.
Beweis. Betr. Beh. 1. O. B. d. A. kénnen wir annchmen, das jedes ¥;
das Ereignis ¢ enthilt, denn durch Adjunktion (oder Weglassen) von e
bleibt jedes U;, 2€ F, ein N-Untersystem von § und die w-Unabhingig-
keit wird nicht gestért. Wir bemerken: Jedes Element x, € 9 ist in der
Form x; = a;; + a;5 + -+ + a;,, mita;;€ A; darstellbar.
Wir zeigen zuerst, daB die Gleichung (U) giiltig bleibt, wenn ein
a; € U;, durch a; + a,fk ersetzt wird, wobei a{ke A;,- O. B. d. A. setzen
wir voraus, daB3 £ = 1 ist. Dann ist ndmlich: '
w((a; +ai) Nag NN a) =wa, +a)wa) --wla) (1)
Denn wir haben links
7.1'/((ail ‘!‘ a;x) N ai’ N---N al'")
=w(a; Na,gN---Na; +agNa, N- o Na)
=w(@Na, N Na ) Fwla,Na,N---Na)
—2w(a; NagNagN---Na)
und rechts:

w(a;, +a;) wla) - wla) =w(a)wa): - ©la)
+ w (a,'-l) w(a) - w(a,-") —2w(a; N a:-‘) w(a;) - wa;)

iz 5

:ZU(ail/\ “1‘2/\ e N ain) + u')(a::l[\ (li’/\ IERVAY a"n)
—2w(a, Nag Na,N-- “Nag),

also (1) gilt. Durch InduktionsschluB beweist man, daB (1) richtig bleibt,
wenn beliebige a; € ;,, k=1, 2, ..., %, durch cinen Ausdruck a1+
apo + + @i, q, mit a; €W, 0=1,2 ..., n, ersetzt werden.
Es gilt also (U) fiir beliebige a; € %f, k=1, 2, ..., n. Damit ist Beh. 1
bewiesen.

Betr. Beh. 2. Es sei & die Gesamtheit aller Durchschnitte
a, MNag, N-«-Na €F mit {if, 7y, ..., 2,} beliebige endliche Teilmenge
von I und a; beliebig aus A;, k= 1,2,.. ., n.

1. Wir bemerken: «) Sind zwei a, € %; und a;€ Ay mit ¢ =4, 1€ 1,
"€ I, verschieden von ¢ bzw. e, so gilt immer a; == ay, denn es mubB,
wegen w(a; N\ af) = w(a;) w(a§), wobei af = ¢ + a; bedeutet, a,N
ai == ¢ sein. f) O.B.d. A. kénnen wir immer voraussetzen, daB zwei
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a,be 8t durch Durchschnitte a; N\ a; N ---Na; bzw. by N by N -
Nb;, mit a, b, €A, k=1,2,. n darstellbar sind, deren Gheder
also dieselben Ind17es aufweisen. (Der Beweis kann dem Leser iiber-
lassen werden.)

Nun gilt: I. Zwei von @ verschiedene a, b€ ® sind ersichtlich
dann und nur dann fremd in @, wenn bei jeder Darstellung:
a=aNa N---Na, b=bNb,N---Nb gilt a; N =0 fiir
mindestens ein 1.

II. Zwei von 0 verschiedene @, b € § sind ersichtlich dann und nur
dann gleich, wenn bei jeder Darstellung a=a; Na,N---Na;,
b=b,Nb NN gilt: a; =b; fir k=1,2,...,n

III. § ist ein N-Untersystem von &, enthilt ¢ und es gilt:
aNb=(a, Nby) N (a,Nb)N---N(a; Nb;) fiir irgcnd zwel
a,b€® mit a=a;, Na;,N---Na, b_b f\b/\ “Nb; .

2. Wir ordnen jedem a = aq; A N Na; €] emdeutlg das
P-Ereignis a = if[ % EKC® zu mit X, =a; fur T = 11, oy oot

x; = ¢, fir jedes i€ (I — {4}, 4y, . . ., 7,}). Aus 1, «) und B), I, II, IIT und
den entsprechenden Regeln fiir die Gesamtheit K der P-Ereignisse (vgl.
Nr. 11.2) folgt, daB diese Zuordnung beziiglich der Relation C bzw. der
Operation N\ eine Isomorphie zwischen § und K ist. Da nun & =
und K" = @ gilt, wenn wir & bzw. K als ein N-Untersystem von A
bzw. @ betrachten, so liBt sich diese Isomorphie zu einer Isomorphie
von A auf @ erweitern. Es gilt aber auBerdem:

w(a) = w(a;) w(a,) - wa;,) =n(x), wenn € K das Bild von
a € §t bei dieser Isomorphie bedeutet. (2, w) ist deshalb isometrisch zu
(D, 7).

Satz 4. Es sei (¥, w) ein o-W-Feld. Es seien ferner die N-Unter-
systeme A;, 1€ I, von §F w-unabhingig in §. Es bedeute: A;°° den klein-
sten o-Booleunterring von ¥ iiber N, i € I. Dann sind ‘)IE"", 1€ 1, w-un-
abhingig in §F und das o-W-Produkifeld (®,7) = 'i)z Uf, w;) =

1€

p . (A%, w,), wobei w;=1w fiir jedes i € I gesetat ist, ist isometrisch zum

1€

kleinsten o-W-Unterfeld (N°°, w) von § diber A, wobei A der kleinste Boole-

unterring von § ist, der jedes W;, © € I, als N-Uniersystem enthdlt.
Beweis: Nach Satz 3 sind QI i€ I, w-unabhiingig in §. Jedes

a, € A;°% ist bekanntlich als w- llm a; , = a; darstellbar, wobe1 a; €%,

vy—>00
»=1,2,... Nun haben wir
agNag,N---Na; (w lim a;, W) N (wvlim a;, ,)/\ s N (wvle a;, ,,)
— w-llm ( yNag, N Na; )

fiira;kEQIfk‘”s.kZI’ 2,..., n,und a; VEQI:;,j—l 2 .. nr=12..,
d.h.zw(ail/\ai’/\---/\a,-n)_ lim w( WAT N A ERETA T

v—>00
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= lim w(a; ,) - lim w(a,,) - lim w(a; ,) =w@(a;,) wla) - wla).
¥ —>00 ¥ —>00 ¥ —>00

Die w-Unabhiingigkeit von i’[;"", i€ 1, in § ist damit bewiesen. Dic
[sometrie zwischen ((7) ?c) und (A°°, w) folgt nun aus der Isometric zwi-
schen (@, ) und (U, w).

Bemerkung. Es sei (0, 7)) = i{:’l (¥, w;) ein W-Produktfeld. Dann
bilden alle P-Ereignisse x; = iI:I a; mit a; = x;, a; = ¢;, wenn ¢ ¢ I mit
i == §, bei festem j fiir alle &; € §; einen Booleunterring ®; von @, der zu
%F; isomorph ist. (®;, 7) ist dann eine isometrische Einbettung des W-
Feldes (§;, w;) in (@, =) fiir jedes j€ I. Aus dieser Isometric und der
Definition des W-Produktfeldes (®, ) folgt, daB die Booleunterringe
h;, j€ I, m-unabhingig in @ sind.

Man beweist leicht:

Satz 5. Es sei (§, w) ein W-Feld. Es besitzt (§, w) ein W-Unterfeld
(', w), das isometrisch zu einem W-DProduktfeld (h, ) = i{’[ (&, w,;) tst.
Es seien ferner U;, i € I, \-Unlersysteme von §'. Jedes N;, 1 € I, werde bei
der vorausgesetzten Isomorphie zwischen §' und @ auf ein Untersystem
®,; (vgl. die Def. von @, in der obigen Bemerkung), 7 € I, abgebildet. Dann
sind die N-Untersysteme W;, 1 € I, von §F w-unabhingig in § bzw. §.

Aus Satz 3 und 5 folgt nun:

Satz 6. Ein W-Feld (§, w) besitzt dann und nur dann w-unabhingige
Untersysteme, wenn (F, w) selbst oder ein W-Unterfeld (§F', w) von (F, w)
s etnem W-Produktfeld isometrisch ist.

13.2. Produktzerlegung ecines W-Feldes. Ist ié)l (&, w;) ein W-Pro-

duktfeld, zu welchem ein W-Feld (&, @) bzw. cin W-Unterfeld (¥, w)
isometrisch ist, so schreiben wir:

(F, w) bzw. (F', w) = P (F, w,)

iel
und bezeichnen P (& w;) als einc Produktzerlegung von (§F, @) baw.
1€
(&', ) in die w-unabhingigen W-Felder (§,, w,). Hierbei fassen wir die
(& w,) als W-Unterfelder von (§, w) auf. Sind (§;, w,), ¢ € I, beliebige
vorgegebene W-Felder, so konnen wir das W-Feld (®, n) == _PI (& w@,)
- - 1€
bzw. (@, 7) = .1)1 (F: w,) bilden und (®,7) bzw. (@, 7) als cin W-
e
Oberfeld von allen (§,, w,), i€ I, auffassen. Die Booleunterringe $,,

€1, von @ bzw. @ sind dann sw-unabhingig, bzw. T-unabhingig in
& bzw. @,

Beispicle. Es sei (J, u) das lineare Lebesguesche ¢-W-Feld von
Nr. 10.4, dann folgt leicht aus Nr. 11.4 Satz 1, daB es gilt:

(3 p) = ifl (B pm) mit F =8, p=p; fir jedes 1€, wenn

m{l) = §, d.h (S, u) 1dBt sich in m =< 8, zu ihm isometrische g-un-
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abhiingige W-Felder -zerlegen. Diese Zerlegung gilt aber nicht, wenn
m (I) > Nyist; denn dann besitzt fl (3;, u;) keine Borelsche empirische
Basis und kann zu (3, i) nicht isometrisch sein.

Daraus folgt:

Satz 7. Jedes zu etnem W-Unterfeld von (I, u) isometrische W-Feld
(&, w) (d. h. jedes W-Feld mit einer empirischen w-Basis) kann hochstens
in 8y W-Unterfelder zerlegt werden, die w-unabhingig in § sind.

14. Algebraische Unabhiingigkeit in Booleringen .

14.1. Algebraisch unabhiingige Booleringe. Es sei & ein Boolering
bzw. g-Boolering. Es scien ferner U,, 7 € I, Booleunterringe von &. Es
gelte bei beliebiger Wahl der nicht leeren endlichen bzw. abzihlbaren
Teilmenge JC I und der a;€9U; mit a; =0, j€ J:

(F) N a; == 0.
jed
Dann bezeichnen wir die Booleunterringe %, i € I, als algebraisch bzw.
o-algebraisch unabhingig (kurz: alg-unabhingig bzw. alg-g-unabhingig)
in .

Ist (, w) ein W-Feld und sind die Booleunterringe 9;, i€/, w-unab-
hiingig, so folgt aus Satz 1, Nr. 13.1, daB die Booleunterringe ,, ¢€1,
zugleich alg-unabhingig in § sind. Die Umkehrung gilt aber nicht fiir
jede W, die § tragen kann.

Beispiel. Es sei § der Boolering, den die vier Atome: ay, do, dg, ¢y
erzeugen. Es ist bekanntlich isomorph zum Boolering aller Teilmengen
der Menge {a,, a,, a5, a;}. Wir setzen nun

W= {0,a,Vaya\Jay e}, Upg=1{0,a,\J ay, a;\J ay, ¢}.

Die Booleunterringe A;, ¢ = 1, 2, von § sind offenbar alg-unabhingig
in §. Machen wir aber § zu einem W-Unterfeld (§, w), indem wir den
Atomen eine Wahrscheinlichkeit , wie folgt, zuordnen:

w(a) = 0,2; w(ay) = 0.4; wlag) =0,1; w(ay) = 0,3
und den anderen Elementen von & als Wahrscheinlichkeit w die
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Atome, die diese Elemente ent-
halten, so sind die ¥;, z = 1, 2, nicht w-unabhiingig in .

Fiir die alg-Unabhingigkeit gelten folgende Sitze:

Satz 1. Vor.: Es sei § ein Boolering. Es seien ferner dic Booleunter-
ringe N,, 1€ 1, von §F alg-unabhingig in §. Es bedeute N den kleinsten
Booleunterring von §, der jedes U,, 1€ I, als Booleunterring enthdalt.

Beh.: Der Boolering N ist isomorph zum Produkt- Boolering: @ = if) [Qliv

und zwar derart, daff bei dieser Isomorphic jedem Durchschnitl  a;, N
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ag N ---Na; €A mit {iy, ..., 0,3C 1, a, €Wy, k=1,2,...,m, als

led das P- Element o« = PI xp mit x; = a; fiir i =iy, 1,,...,1, und
i€

x; =¢; = ¢ fiir i€ (I —{iy, iy, - - -, 1)) entspricht.

Satz 2. Vor.: Wie tm Satz 1 und auferdem: In jedem W, 1 € I, sei
eine W. w, definiert, so daf jedes (W; w,), 1€ I, ein W-Feld ist.

Beh. 1. Man kann in W eine W. w definieren, so daf

&) w(x) = w,(x) fiir x€ W, 1€1.

B) wlxs, N xi, N e e N xy ) = wy (%) wy, () - - - w0y (%),

fiir {iy, ig, - - i, C T und x; €W, k=1,2, ..., 0, gilt.

2. Die Booleunterringe W;, 1€1, von U sind dann beziiglich dieser .

w-unabhdngig in UW.
Bew. betr. Satz 1. Wir erkldren &, wie beim Beweise von Satz 3,

Beh. 2, Nr. 13.1. Dann ist ' der kleinste Booleunterring von ¥, der
jeden Boolering %A;, 7¢I, als Booleunterring enthiilt, d. h. & = A.
Um die Isomorphie zwischen 2 und @ zu beweisen, brauchen wir nur
zu zeigen, daB I, IT, ITI von Nr. 13.1 (beim Bew. der Beh. 2) des Satzes 3
auch hier gelten. Beziiglich I und III ist es klar. Wir beweisen also II:
Dann: klar. Nur dann: Es seien a =a;Na; N---Na; und b=
by Nb, N ---ND; und es gelte a =2b. Dann 1st a;, = b fir jedes
k=1,2...,mn VVare niamlich a;, = b; {fir ein %, so wire au + b, F0.
Wenn wir 0. B dA k=1 annehmen so gilt
(ail "!"bil)/\ai’/\ bi‘,/\ L 'f\ai"/\ bi”#ﬂ. (l.)

Aus (1) erhalten wir, wenn wir die linke Seite distributiv entwickeln und
die Glieder geeignet vertauschen:

a,-l/\ ﬂf,/\ . '/\a;n/\ big/\ SORWAN bi” _!_

_i_ bi,[\big/\ R ./\bin/-\ [l&/\ L ‘/\ﬂin.
Dieser Ausdruck ist aber gleich ¢ im Widerspruch zu (1); denn

a,—lf\--'f\ain=l)il/\---/\bin:ail /\"'/\ﬂ- [\bi‘/\"'/-\bi"‘ ==
=bf|[\”-/\bin/\ai:/\. /\aln!
weil bi,/\b‘i,/\"'/\bi" Qbil/\bi’/\"'/\bin =ai‘/\"'/\(lin
bzw. @ N--Nay 20, N -Nay, =b; NN .
Damit ist der Satz bewiesen.
Bew. betr. Satz 2. Wir betrachten das W-Feld (®, n) = .PI (A, w,).
1€
Nach Satz 1 ist 9 isomorph zu ®. Es sei
f: A — & diese Isomorphie.
Setzen wir w = 7 o {, so ist (2, w) wieder ein W-Feld, und zwar isome-
trisch zu (@, z) und es gelten «) und B) der 1. Beh. DaB die U,, i€ I,
als Booleunterringe von 9 w-unabhingig in 9 sind, ist klar.
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14.2. Bemerkung. Es sei B ein ¢-Boolering und U, 7 € I, eine Familie
von Booleunterringen von B, die alg-unabhiingig bzw. alg-g-unabhingig
in B sind. Es bedeute 9, jeweilsden kleinsten o-Booleunterring von Biiber
A;, + € . Dann bleibt folgende Frage im allgemeinen offen: Sind die
o-Booleunterringe ,,, € I, alg-unabhingig bzw. alg-g-unabhingig in B2
Macht man aber die zusitzliche Voraussetzung, dal3 jedes 2, ein total-
regulirer Booleunterring von B ist (vgl. Anhang Nr. 5.4), so kann man
leicht zeigen, daB dann die %, /€1, alg-unabhingig bzw. alg-c-unab-
hiingig in B sind. A; liegt ndamlich dann dicht in der MacNeilleschen
minimalen Erweiterung von 9; zu einem Voll-Boolering %A (S. SIKORSKI
[3], S. 35—36). In A} kann aber A; bzw. U, totalregulir eingebettet
werden ; also liegt auch 2; dicht in %, d. h. fiir jedes a € 9, mit a == 0
existiert ein € A; mit x == 9, so daB x C a gilt. Ist also J eine endliche
bzw. abzidhlbare Teilmenge von I und ;€ U; mit a; == 0, so existiert
ein x; € A; mit x; == 0 und x; C a;, 7€ J. Dann ist aber, wegen der vor-
ausgesetzten alg-Unabhingigkeit bzw. alg-o-Unabhingigkeit der A,
i€l, in B: (B) /\x;+=9 und deshalb auch (B) N a, 0. Also

jeJ jeJ
sind die c—Booleu]nterringe N, 1€, alg—unabhi‘mgié bzw. alg-c-un-
abhingig in B.

14.3. Einbettungsproblem mit o-Unabhiingigkeit. In Zusammenhang
mit der Bemerkung von Nr. 14.2 entsteht auch die Frage, ob eine belie-
bige Familie von abstrakten Booleringen %, 1€ I, in einem g-Boolering
9B derart isomorph cingebettet werden kann, daB die Einbettungen
AP, €1, von N,, €1, alg-unabhiingig bzw. alg-o-unabhingig in B sind
und auBerdem, daB die ¢, 1€ I, ebenfalls alg-unabhingig bzw. alg-o-
unabhiingig in 9B sind, wobei ,; den kleinsten g-Booleunterring von B8
iiber o, 7€ I, bezeichnet. Fiir die algebraische Unabhiingigkeit kann man
leicht cinen solchen o-Boolering konstruieren. Es sei ndmlich @ = i{’I A,

das cartesische Produkt der 9;, € I. In ® kann man bekanntlich die
9, i€ I, totalreguldr einbetten. Ordnet man nun dem Boolering @ seine
Mac-Neillesche minimale Erweiterung @* zu und bildet man dann den
kleinsten o-Booleunterring ,®° von @* iiber der isomorphen Einbettung
@®° von @ in ®*, so leistet der so konstruierte o-Boolering 8 = ,@°das
Gewiinschte. Kann nun auBerdem jeder Boolering %, eine W. w;, 1€ 1,

tragen, so kann man auch die Booleringe %;, 7€ I, in dem ¢-Boolering @,
des W-o-Produktfeldes (&, 7) = _PI (%,, w;) isomorph einbetten, derart,

daB A7 bzw. A7, i€ I, alg-unabhingig in @ sind, denn aus der 7z-Unab-
hingigkeit folgt die alg-Unabhingigkeit. Wir bemerken, daB ,®°und ®
im allgemeinen nicht isomorph sind. Das gestellte Problem besitzt also
nicht nur eine Lésung, auch wenn man verlangt, daB der o-Boolering
B mit dem kleinsten g-Booleunterring von 8, der jeden A7, 1€1, als
Booleunterring enthilt, zusammenféllt. Sikorsk1 hat fiir den Fall der
alg-o-Unabhingigkeit die in dicser Nummer gestellte Frage beantwortet.
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In der folgenden Nummer geben wir zusammenfassend die Resultate von
SIKORSKI.

14.4. Cartesische g-Produkte von Booleringen nach Sikorskil. Es sei
A;, 2€ I, eine Familie von g-Booleringen. Man bezeichnet nach S1kKoRrskr
als cartesisches g-Produkt der U;, ¢€1, jeden g-Boolering B, der eine
Familie 8B,, 7€ I, von ¢-Booleunterringen enthélt, die folgende Eigenschaf-
ten besitzt:

I. Der kleinste o-Booleunterring von B, der jeden o-Boolering 98,.
1€1, als g-Booleunterring enthilt, fdllt mit 8 zusammen.

II. Die o-Booleunterringe 8B;, 1€1, sind alg-g-unabhingig in 8.

III. Fiir jedes 7€ [ existiert ein Isomorphismus /; von 2; auf B,.

Hat man die Existenz eines nach S1KORskKI cartesischen g-Produktes
der o-Booleringe U;, 7€ I, so kann man die in Nr. 14.3 gestellte allgemeinere
Frage fiir Booleringe U;, 7€ I, beantworten, da jeder Boolering ¥, stets
isomorph und o-regulir in einem g-Boolering 2; eingebettet werden kann.
Wir behandeln zuerst die Frage der o-Erweiterung eines Booleringes,
weil sie in enger Beziehung zu der Konstruktion von cartesischen o-
Produkten steht.

14.4.1. Es sei A ein Boolering, dann kann man ihm nach den Sitzen 2
und 3 Nr. 6, Kap. I einen Grundraum £2 und einen isomorphen Kérper &
von Teilmengen der Grundmenge {2 zuordnen, die sogenannte Stonesche
Darstellung von 9 durch den Korper &. Es bedeute s den Isomorphismus
von A auf &. Es sei ferner &t der kleinste o-Kérper von Teilmengen der
Grundmenge Q2 iber dem Korper §. Wir betrachten Q als einen topolo-
gischen Raum mit & als ciner Basis des Systems aller offenen Mengen
(vgl. Nr. 6.3). Das System aller Teilmengen von £, dic in £ Mengen
erster Kategorie beziiglich dieser Topologie sind, bilden bekanntlich
cin ¢-Ideal, was wir mit J(A) bezeichnen. Ein g-Ideal, das wir mit
3* () bezeichnen, bilden auch alle Teilmengen X von 2, die sich folgen-
dermaBen darstellen lassen:

o 0]

©o
X= (B ) N sla), wobei a, € A, v =1,2 ... mit (A) /\ =

v =1
Es gilt: J*(A)C I (A).

Ein o-Boolering B heiBt eine o-Erweiterung, genauer o-reguldre Er-
wetlerung von A, wenn ein g-regulirer Booleunterring B, von B exi-
stiert, der zu A isomorph ist und ein Borelerzeuger von B ist. SIKORSKI
zeigte nun, daB dic Restklassen-o-Booleringe &/3*(A) und /F(N)
o-regulire Erweiterungen von % sind. Man bezeichnet nach SIKORSKI
jeden o-Boolering, der zu ,&/J(A) bzw. zu ,§t/J* (A) isomorph ist, als
eine minimale bzw. maximale o-Erweiterung von . Ist A cin o-Boole-
ring, so gilt:

A~ BN ~ K/F ().

) Slhomm R. [3] und [4].
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Im allgemeinen ist aber eine minimale nicht isomorph zu einer maximalen
a-Erweiterung. Es existieren deshalb mehrere zueinander nicht isomor-
phe o-reguliare Erweiterungen von 9, falls 9 ein Boolering, aber kein
a-Boolering ist.

Der Restklassen-Boolering /() ist ein Booleunterring von
SUYS(A), und zwar eine isomorphe vollregulire Einbettung von U in
SIS (A) und liegt dicht in ,{/F(A). Man beweist leicht, daB P (£2)/F (N)
cine minimale Vollerweiterung des Booleringes  ist, d. h. isomorph zum
Voll-Boolering * ist, den man nach MAcCNEILLE aus 9 durch Bildung
von Dedekindschen Schnitten bekommt (vgl. MACNEILLE [1]).

Bemerkung. Ist auf 9 eine W. w definiert und bedeutet (‘)~l, w) dic
w-Hiille, d. h. die o-Erweiterung von (2, @), so ist im allgemeinen der
a-Boolering A eine o-Erweiterung von 9, jedoch keine o-regulire Er-
weiterung; 9( ist dann und nur dann eine g-regulire Erweiterung von
A, wenn w o-additiv auf A ist (vgl. Nr. 7.3). Die von SIKORSKI einge-
fihrten g-reguliren Erweiterungen cines Booleringes 9 sind deshalb zur
Erweiterung einer W. von 2 auf cine solche Erweiterung derart, daB die
W. bzw. Quasi-W. g-additiv wird, nicht geeignet, wenn die W. auf %«
nicht g-additiv ist.

14.4.2. Es sei nun UA;, i€ 1, cine Familie von Booleringen. Wir ordnen
jedem Boolering UA; dic Stonesche Darstellung durch den Kérper §;
von Teilmengen des Stoneschen Raumes Q,, 7€ I, zu. Es bedeute s;
den Isomorphismus von 2, auf §,. Essei ferner Q = P 02, der Produkt-

raum mit den Riiumen £, als Komponenten, § = P St dcr Produktkér-

per mit den Kérpern §; als Komponenten (vgl. Nr. 12..1. 12.2) und schlieB-
lich & = .‘Z); §; der ihm zugeordnete o-Produktkoérper (vgl. 12.3).
JMist der kleinste o-Kérper von Teilmengen des Produktraumes (2 iiber
dem Korper. §t ‘

Ist XC Q,, so soll ¢;(X) die Teilmenge von £ bedeuten, die aus allen
Punkten o = {w;};c; des Raumes Q besteht, deren j-te Komponente
w; € X ist. Bedeutet M; ein System von Teilmengen des Raumes Q.
so soll My das System von allen @, (X) mit X € M; bedeuten, j€ 1. Auf
Grund dieser Bezeichnung sind §; bzw. ,&;, wobei ,&; den kleinsten
o-Korper von Teilmengen der Grundmenge £; iiber &, bedecutet, auch
Korper bzw. o-Kérper von Teilmengen des Raumes £2, und zwar iso-
morphe Einbettungen der §t; bzw. &, im Kérper % (£2) wie auch im
o-Korper ;5. Wir ordnen nun jedem 7€ I das o-1deal § () bzw. I* (U,) zu,
das wir kurz mit ; bzw. &7, ¢ € I, bezeichnen. Die Restklassen-o-Boole-
ringe (R,/S,; bzw. /3, i€, sind dann fiir jedes /€ I eine minimalc
hzw. maximale o-Erweiterung des Booleringes ;. Auf Grund der -
Bezeichnung, die wir vorher cingefiihrt haben, sind dann 37 baw. 3
isomorphe o-Ideale von Teilmengen des Raumes Q zu den o-Idealen
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3, bzw. §¥, i€, und deshalb fiir jedes i € I R7/S7 bzw. ,R5/37 ° eine
minimale bzw. maximale g-Erweiterung des Booleringes ;. Es bezeichne
nun J* das kleinste o-Ideal, das alle g-Ideale }'°, i€ I, als o-Unterideale
enthilt. Dann wird der Restklassen-o-Boolering §t°/3* als das cartesische
maximale o-Produkt der Booleringe ;, bezeichnet. §t/J* ist ein Booleunter-
ring von §°/3*, isomorph zu @ ::l_g’l 9, und eine g-regulire Einbettung von

® in §°/J*. Wir bezeichnen ,$%t°/I* mit @* = b ;. Im Raume Q
1€

betrachten wir zuerst die Produkt-Topologie, d. h. als eine Basis von
offenen Mengen in £2 das System, das aus allen (endlichen) Rechtecken
‘PI X; besteht, wobei X, € §; fiir jedes 7 € I und X, == 2, hochstens fiir
teE

eine endliche Teilmenge {7}, 7,,...,7,} C I. Q2ist dann auch ebenso wie seine
Komponenten ein kompakter, total diskontinuierlicher Hausdorffraum.
Es bezeichne & das o-Ideal aller Teilmengen von £2, die Mengen
cerster Kategoric in £ sind. Wir betrachten in Q eine zweite Topologie,
indem wir die Basis von offenen Mengen in 2 erweitern, d. h. wir er-
klaren als Basis von offenen Mengen das System, das aus allen (abzihl-
baren) Rechtecken: i{’{ X, besteht, wobei X, € §; fiir jedes € I und
X; == Q; hochstens fiir eine abzihlbare Teilmenge von I gilt. £ ist be-
ziiglich dieser Topologie auch ein total diskontinuierlicher Hausdorff-
raum, aber nicht kompakt, wenn die Menge I nicht endlich ist. Wir be-
zeichnen mit &* das System der so definierten offenen Mengen und mit
§t4 den kleinsten Kérper von Teilmengen von 2, der &* als ein Unter-
system enthdlt. Mit , wird das o-Ideal aller Teilmengen von 2 be-
zeichnet, die Mengen erster Kategorie beziiglich dieser Topologie sind.
Dann wird der Restklassen-g-Boolering ,{°/& das cartesische mini-
male o-Produkt der Booleringe U;, 2€1, genannt und mit ®° = 1531[‘ A,

bezeichnet. Der Restklassen-g-Boolering /3, wird das cartesische

minimale o*-Produkt der Booleringe 9, genannt und mit @ = Pb* 9(
iel

i
bezeichnet.

Sind nun die %, /€1, o-Booleringe, so haben die g-Booleringe ®?,
®® und PO* die drei Eigenschaften I, IT und III eines im Sinne von Si-
KORsKI cartesischen o-Produktes der 6-Booleringe 9(,. Wie SIKORSKI zeigt,
existiert dann eine Klasse % von o-Booleringen B, die im allgemeinen
nicht isomorph zueinander sind und die Eigenschaften I, II und III
besitzen. Die Klasse £* kann folgendermafBen (teilweise) geordnet wer-
den: Sind B°c &* und BE L* und bezeichnet man mit B; bzw.
B,, 7€ 1, und die Familie der ¢-Booleunterringe von B8° bzw. B, die die
Eigenschaften I bis III von Nr. 14.4 besitzt, und mit 4] bzw. %, einen Iso-
morphismus von U; auf B; bzw. B, fiir jedes i € I, so definiert man:

o : :
B° = B dann und nur dann, wenn die Isomorphismen /5 #; * von 8, auf
o - . . . . .
B;,1€1,zu einem g-Homomorphismus von B in B °erweitert werdenkénnen.
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Gilt B° =< Bund B =< B°, sosind B° und B isomorph und werden als
gleich betrachtet. In dem so erklirten Verein (geordnete Menge) £* ist
@Y das kleinste und ®® das gréBte Element. Wenn die U,, 7 € I, Boole-
ringe jedoch nicht alle o-Booleringe sind, dann besitzen die g-Booleringe
@® und @® nicht die Eigenschaft II. Dagegen besitzt @ auch diese
Eigenschaft, d.h. es existiert eine Familie von Booleunterringen @,,
i€ I, von @ die g-reguldre (sogar vollregulire) Booleunterringe von
@Y sind und folgende Eigenschaften besitzen: 1. Jedes @, ist isomorph zu
A, i€ 1. 2. Die @, i € I, sind alg-g-unabhiingig in @, 3. @* fillt mit
dem kleinsten o-Booleunterring von @, der jeden ®,, i€ I, als Boole-
unterring besitzt, zusammen.

Bemerkung. Wenn jeder Boolering U; eine g-additive Quasi-W. v;
trigt, dann existiert eine g-additive Quasi-W. v auf @b derart, daB

n
v (P Xi/s*) = IT v,(x,),
tel v=1
wenn .PI X,/3* die Restklasse mit dem (endlichen) Rechteck _PI X, mit
1€ 1€

X,eQund X; +92;,»=1,2,...,n und X, =20, sonst als Repri-
sentant und schlieBlich x; das Bild von X,.ie §8;, bei der iso-
morphen Abbildung von §&; auf ; bedeutet. Ist die o-additive Quasi-
W. v, strikt positiv, also eine g-additive W. auf 9; fiir jedes i€ I, so
braucht die o-additive Quasi-W. v nicht stets strikt positiv auf @° zu
sein.

Ein entsprechender Satz gilt nicht fiir die beiden minimalen Produkte
@ und @b*,

Kapitel VI

15. Unabhiingigkeit von Mengensystemen bzw.
von Systemen von Korpern

15.1. Mengentheoretische Unabhiingigkeit bzw. o-Unabhingigkeit.

Es sei E eine nicht leere Grundmenge. Es sei ferner X, 7 € I, eine Familie
von Teilmengen X, der Grundmenge E. Die Mengen X, 7€ I, heien
mengentheoretisch unabhingig bzw. o-unabhingig (kurz: M-unabhingig
bzw. M-g-unabhingig), wenn fiir jede nicht leere endliche bzw. abzihl-
bare Teilmenge J von I gilt:

NY;£0, wobei Y; =X, oder V;=X{=FE—X,.

jed

1 In diesem Kapitel werdendie Operationen \ / bzw. /M\mengentheoretisch
verstanden, sofern man mit Mengen operiert.
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Bezeichnet man mit &, den von X, erzeugten Korper, also §t; =
0, X, X¢ E}, soist die M-Unabhingigkeit bzw. M-¢-Unabhingigkeit
der X;, 7 € I, gleichwertig mit der sogenannten M-Unabhingigkeit bzw.
M-o-Unabhingigkeit der Korper &, 2€ 1, d. h. mit der alg-Unabhingig-
keit bzw. alg-o-Unabhingigkeit der &;, 7 € I, als Booleringe betrachtet
in dem Boolering P (E).

Allgemein. Sind §i;, ¢+ € I, Korper von Teilmengen einer Grundmengec
E, so bezeichnen wir sie als mengentheoretisch unabhingig bzw. men-
gentheoretisch  g-unabhingig (kurz- M-unabhingig bzw. M-g-un-
abhingig), wenn sie alg-unabhingig bzw. alg-c-unabhiingig, als Boole-
ringe betrachtet, in dem Boolering 8 (E) sind.

15.2. Beispiele. 1. Es sei E die Gesamtheit aller abzédhlbaren Folgen

\i1, 19, ...}, wobei 7, = 0 oder 1 ist. Es bedeute X, u =1, 2,.. ., die Ge-
samtheit aller Folgen {7, 7,, . . .} € E, fiir welche 7, = 1 ist. Es bedeutc
ferner X* die Gesamtheit aller Folgen {i;,4,, ...} € E, fiir welche nur

endlich viele Glieder gleich 1 sind. Wir setzen X,’f = X,,n X*,dann sind
die Teilmengen X, u = 1, 2, . . ., von E M-g-unabhingig. Dagegen sind
die Teilmengen X¥, u = 1, 2, .. ., nicht M-unabhingig, also auch nicht
M-g-unabhingig.

2. Im n-dimensionalen cuklidischen Raum E, bedeute I}, die Gesamt-
heit aller Punkte (x}, x,, . . ., x,,), deren u-te Koordinate die Bedingung

1 : o iy .
5= %, =1 erfilllt. Dann sind die Teilmengen I}, u=1,2,...n,

M-unabhingig.

3. Es bedeute I, die Gesamtheit aller reellen Zahlen des Intervalles
E = {x:0< x < 1}, deren dyadische Entwicklung unendlich viele 0 und
als n-te Ziffer 1 hat; dann sind die Teilmengen I, von E, n =1, 2, .
M-unabhingig, jedoch nicht M-s-unabhiingig.

15.3. Hauptsatz. Wir zeigen jetzt folgenden wichtigen Satz.

Satz 1. Ist eine Grundmenge E von der Miichtigkeit |E| = m = §,,
so extstieren M-unabhingige Teilmengen X, i€ I, von E, wobei dic
Mdchtigkeit der Indexmenge gleich 2™ istl.

Es bedeute f cine Abbildung von E in E. Die Abbildungen fitel,
von E in E heillen wesentlich verschieden, wenn es zu je endlich vielen
Indizes {7, 7,, ..., 4,}C I stets ein x € E derart gibt, daB fi, (¥) £ (x)
fir alle » 5= u gilt. Wir beweisen zuerst das

Lemma 1. Ist eine Grundmenge E von der Michtigkeit |E| = m = §,,
so gibt es 2™ wesentlich verschiedene Abbildungen von E in E.

Beweis des Lemmas. Es sei M eine Menge von der Michtigkeit nt.
Die Menge E, der endlichen Teilmengen X< M ist dann auch von der
Michtigkeit m. Wir kénnen also die Menge E, mit der Menge E identifi-

in

! Dieser Satz. wurde zuerst fiir |E| = n, von FicutEnHoLz und KAN-
TOROWITSCH [1] bewiesen. HAUSDORFF [1] hat den Satz fiir beliebige
IE| = N, bewiesen. Wir geben den Hausdor{fschen Beweis des Satzes.
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zieren, indem wir jedem X € E, ein x € E eindeutig zuordnen. Wir setzen
I = P (M), d. h. die Gesamtheit aller Teilmengen von M. Dann ist dic
Michtigkeit von I gleich 2™. Wir betrachten nun f;(X) = X Nz fiir
festes 7 € I als eine Abbildung von E = E, in E, denn es ist fiir jedes
X¢cEyund i€, also iC M, stets ¢ N\ X € E,. Hiermit ist eine Familie
f;, 1€ I, von Abbildungen der Menge E in E erklirt, die wesentlich ver-
schieden sind. Sind ndmlich 7, 7,, . . ., 7, paarweise verschiedene endlich
viele Elemente aus I, also {i, iy, ..., 1,}C I, soist 7, +14,==0, d.h.
nicht leer, wenn g, » beliebig mit 1 < ¢ <» < n gewihlt sind. Man wih-
le nun aus jedem 7, + 7,C M ein Element und betrachte die Gesamtheit
aller dieser Elemente, die eine endliche Teilmenge X C M bilden. Dann
gilt offenbar X € E,. AuBerdem gilt offensichtlich X N7, &= X N4, fiir
alle gpund v mit 1 S p <v = n, d. h. f"/: (X) == £;, (X) fiir alle g und »

mit 1 < u <v < nund jedes X € E,. Hiermit ist das Lemma bewiesen.

Bewels des Satzes 1. Entsprechend Lemma 1seien f;, 7€ I und |1 | = 2™,
wesentlich verschiedene Abbildungen von E in E. Essci B die Menge der
endlichen Teilmengen YC E und Q = E X B das cartesische Produkt
von E und B. Auch B und £2 haben die Méchtigkeit m von E. Jedem
i € I ordnen wir die Menge Z; der Paare (X, Y)€ E X B mit /,(X)€ Y
zu. 2 — Z, ist dann die Menge der Paare (X, Y)€ E X B mit /,(X) ¢ Y.
Wir zeigen nun, daB die Mengen Z,,7 € I, als Teilmengen der Menge 2
betrachtet, mengentheoretisch unabhingig sind. In der Tat seien

Zer B v os By 2y B v s L

S8 PO U it Jooc 20
mit {iy, 7y, . . ., 4.} und {jy, fp, - . -, j;} beliebige endliche und zuecinander
fremde Teilmengen von I, dann ist der Durchschnitt:

Zil Zfs T Zit Z;‘x Z?: U Z?]; #: O (1)
Denn nach Lemma 1 existiert ein X derart, daf3 die Bilder

"‘l'=f1.v (X), ,'\'»:f: fj# (X), » = 1, 2, ¢ v g f: ‘[(, o 1, 2‘ R k
paarweise verschieden sind. Setzt man nun:
Y={X;, Xo, . : ., X}},

soist f; (X)€Y, T (X)¢ Y, also (X, Y)eZ; und (X, Y)EQ—ZJ-” =Z,
firv=12...,tund u=1,2,...,k d h esgilt (1). Da aber die
Michtigkeit von 2 gleich der Michtigkeit von E ist, also 22 mit E iden-
tifiziert werden kann, so ist damit die Existenz einer Familie X,,7€ I,
von Teilmengen der Menge £ mit |I| = 2", die M-unabhingig sind,

auch bewiesen.
Aus Satz 1 ergibt sich folgende interessante Folgerung:

Folgerung 1. Der freie Boolering B,,, den die freien Ereignisse
(Elemente) x,i1€1 und |I|=m = 2%, erzeugen (vgl. Nr.2.3) oder,
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was dasselbe bedeutet, der Produkt-Boolering @ = P {0, x, 8, e} mit
iel

[ 1| =m = 2% kann isomorph im Boolering F, aller Teilmengen der
Grundmenge der natiirlichen Zahlen eingebettet werden, d. h. in einem
Boolering §,,, der algebraisch separabel ist, kann man einen nicht alge-
braisch separablen Boolering, wie den Boolering @, isomorph einbetten.

Beweis. Da die Menge der natiirlichen Zahlen E = {1, 2, w% } von der
Michtigkeit N, ist, so gibt es nach Satz | eine Familie X, 1€ I, mit
|I] = 2% von M-unabhingigen Teilmengen X; von E. Man setze
&, = {0, X;, X, E}, i€, und betrachte den kleinsten Booleunterring &
von §y,, der jeden §;, i€ I, als Booleunterring enthilt; dann ist & iso-
morph zu ®* = _PI {0, X;, X¢, E}, also auch zu @ = .PI {0, x;, %, ¢}

1€ 1€

Bemerkung 1. Fithrt man auf B,, m = 2% ein W. w ein, d. h.
macht man B,, zu einem W-Feld (B,,, w) und bildet man dann die
w-Hiille (B, @) von (B, @), so kann offensichtlich B,, nicht in Tne
isomorph eingebettet werden.

Bemerkung 2. Ist die Grundmenge E von der Michtigkeit |E|=
m = N,, so existieren M-g-unabhingige Teilmengen H;, i€ I, von E,
wobei die Michtigkeit der Indexmenge gleich 2™ ist (vgl. A. TArskrI [4].
Fir m = € vgl. auch Nr. 17.3 Lemma 5).

16. Fastunabhiingigkeit
Stochastische Unabhingigkeit

16.1. Definitionen. A. Es sei E cine nicht leere Grundmenge und §,,
1€ I, eine Familie von Korpern von Teilmengen der Grundmenge E,.
Auf jedem Kérper ®; sei eine Quasi-W. bzw. eine mengentheoretisch
o-additive Quasi-W. u,, 7 € I, definiert. Man bezeichnet die Korper §t;,
1€, als fastunabhingig bzw. o-fastunabhingig beziiglich p,, ¢ € I, wenn
gilt: Fiir jede beliebige endliche bzw. abzihlbare Teilmenge JC I und
jede Mengenfamilie X;€ &, 7€ J, mit u;(X,) %= 0 ist /\ X, == 0.

jed

B. Es sei & ein Korper von Teilmengen der Grundmenge E und p
cine Quasi-W. auf §. Esscien §;, 7 € I, Unterkérper von §t. Dann heiBen
die Kérper & stochastisch unabhingig beziiglich u (kurz: u-unabhingig),
wenn gilt: Fiir jede belicbige endliche Teilmenge {4, 75, . .., 7,}< I und
jede Familie von Mengen Xi, €8, v=1,2..,n, ist

(X, Xiyr X)) = () (X)) - - (X))

I'. Es seien &;, 1€ I, Unterkérper eines Kérpers & von Teilmengen der
Grundmenge E. Auf jedem &, sei eine Quasi-W. g, 7 € I, definiert. Eine
Quasi-W. g auf & heiBt eine multiplikative Erweiterung p von p;, i € I,
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auf §, wenn sie eine gemeinsame Erweiterung aller y; auf § ist, d. h.
fiir jedes X € &, gilt p, (X) = u(X), 7 € I, und wenn auBerdem die Ko6r per
§t;, © € I, p~unabhingig in & sind.

16.2. Beispiele. 1. Es bedeute & den o¢-Korper aller LEBESGUE-
meBbaren Teilmengen der Menge der reellen Zahlen E = {x: 0 =< x < 1}.
Es bedeute 1 das LEBESGUE-MaB auf . Es sei ferner 4 eine nicht meB-
bare Teilmenge von E mit dem duBeren MaB u*(4) = 1 und p*(E — 4)
= 11. Man betrachte nun den Korper it = {0, 4, A°, E} und definiere
cine Quasi-W. » auf N, wie folgt:

v(d) =v(49) =5, »(0) =0, »(E) =L

Dann sind die Korper & und 9t fastunabhiéngig beziiglich g und ». Jedoch
offenbar nicht A/-unabhiingig.
0<z<1)

2.EsseiE={x:0=x<1}JundE*=E X E = {(%,9): 0o<y<1’

Es bedeute M; bzw. N, die Gesamtheit aller Mengen von der Form
A XE bzw. E XA fir alle 4 € 8, wobei & der ¢-Kérper vom Beispiel 1
aller LEeEBEsGUE-meBbaren Teilmengen von E ist. Dann sind
M, M, o-Korper von Teilmengen der Grundmenge E2. Sie sind stocha-
stisch unabhingig beziiglich des ebenen Lebesgueschen MaBes m. Be-
deutet gy bzw. u, die Verengung (Restriktion) von m auf die g-Kérper
M, bzw. M,, so ist m ihre multiplikative Erweiterung, und zwar eine
mengentheoretisch g-additive multiplikative Erweiterung.

16.3. 4. Es seien &,, 1€ I, Korper von Teilmengen einer Grundmenge
E. Auf jedem §; sei eine Quasi-W. p, definiert. Es bedeute N,
das Ideal der g,-Nullmengen in §;, d. h. der Mengen N € §, mit u, (N) =0,
i € I. Es bedeute ferner N das kleinste Ideal, das alle N, ¢ € I, enthilt
und §& den kleinsten Korper von Teilmengen der Menge E, der alle Kor-
per §,, ¢€ I, als Unterkérper enthdlt. Man betrachte die Restklassen-
Booleringe {F = {,/N;, 1€, und {* = {/N. Jeder Boolering K7,
i€ 1, kann als ein Booleunterring von §* aufgefaBt werden, denn &,/%;
ist isomorph zu §,/%. Dann fillt der kleinste Booleunterring von §t¥,
der alle &, 7 € I, als Booleunterringe enthilt, mit dem Boolering &*
zusammen. Es gilt der:

Satz 1. Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von A sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Korper R;, 1€ I, sind fastunabhdngig beziiglich u;, i€ I.

II. Die Booleringe K¥, i€ I, sind alg-unabhingig in S*.

I11. Es gibt eine Quasi-W. p auf K, die eine multiplikative Evweiterung
aller p;, 1€1, auf R ist.

Beweis. 1. Aquivalenz von IT und III: Die Quasi-W. u; auf &, indu-
ziert eine W. ﬁi auf §F, 1€ 1. Ist dann II vorausgesetzt, so existiert
nach den Sitzen 1 und 2 Nr. 14.1 eine W. g auf {* derart, daB gilt:

! In der MaBtheorie zeigt man die Existenz von solchen Mengen.

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 24, Kappos 6
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1. (%) = p; (), fur alle x € §F.

2. p(xg, Xy, oo %) = g, (%) g, (%) <+ g, (%)  fir jede beliebige
endliche Teilmenge {7, %5, . . ., 7,}< I und jede Familie von Elementen
%;, € Si‘,f:, yv=1,2,..., 1

3. Die Booleringe {7, 7 € I, sind pu-unabhiingig in §t*. Definiert man
nun eine Funktion g auf §, wie folgt:

1 (X) =g (X/N) fiir jedes X € K und g, (X) = 1, (X/N) fiir jedes X € §;,
1€ 1, so ist offenbar g eine multiplikative Erweiterung von g, 1€ 1,
auf §&. Aus II folgt also III.

Setzt man nun III voraus, so induziert jede Quasi-W. p, auf ®,,
1€ I, eine W. g, auf ®F, und die Quasi-W. ¢ auf § eine W. s auf §®*. Die
Booleringe §1¥, 7€ I, sind dann fg-unabhiingig in *. Aus der zi-Unab-
héngigkeit folgt aber die algebraische Unabhiingigkeit von $¥, 2¢€ 7,
in *. Aus III folgt deshalb II.

2. Aquivalenzvon I und IIT. Um diese Aquivalenz zu zeigen, brauchen
wir folgende Lemmata:

Lemma 1.  Fiir jede endliche Teilmenge {iy, 4y, ..., 4,}C I sei
Wiy is,...,i, der kleinste Korper wvon Teilmengen der Grundmenge E, der
die Korper R, §t;,, . . ., 8;, als Unterkirper enthalt: dann fallt die mengen-
theoretische  Vereinigung W aller [fiir alle endlichen Teilmengen
{in -, 0,)C I gebildeten Sy ;. ;. mit dem Kirper § zusammen.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, daB % einen Kérper bildet. In der Tat
ist W abgeschlossen fiir die Komplementbildung, denn wenn X ¢ 98
ist, soist X € ®;, 4, ... firein{iy, 4, . . ., 4,} C Talso auch X°¢ Nipie.. i
und deshalb X°c . Es bleibt zu zeigen: Aus X< W, Y 8B folgix
XVYe® Esist X€R; ..., und Y€ 5, 52r..5,, 1Ur passende
{7 .., 7} und {1 Jas -+ 2 Ty S I ist dann &y, ks, . . ., k, die Vereini-
gung von {7, i, . . ., i} und {7y, 7y, . . ., Im}» SO ist XU Y€ Kbt 2y
also XV Ye . ) ‘

Lemma 2. Es existiert hichstens cine multiplikative Erweiterung u
aller u;, i€ 1, auf §.

Beweis: Aus Lemma 1 folgt, daB jedes X € § einem K4.4,...¢ Tlr
eine Teilmenge {i, 7,, . . ., 7,} C I angehért, d.h. X ist in der Form
darstellbar:

T

X=\X; Xo; - X,; mit X, ;€8 ,v=12,...,n
i=1 ’

)

wobei die Durchschnitte X; ; X, ; - - Xy 1=1,2,..., 7, paarweise
fremd sind. Existiert also cine multiplikative Erweiterung u von pu;,
t€1, auf &, so muB gelten:

k2 T

#X) =i§1”(X1,i Xojo ot Xu) Z?.;rl ti, (X5 g, (Xo,3) -+ g, (X,)-
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Daraus folgt aber, daB der Wert von X fiir jede existierende multipli-
kative Erweiterung p von p;, ¢ € I, auf & stets derselbe ist.
Lemma 3. Sind die endlith vielen Korper R, Sy, - - -, S?,-n, K;

tnsl
fastunabhiingig beziiglich p;,, pri,, - - ., Wi, s, und existiert eine gemein-
same Erweiterung W;,...;, von i, Wi, - - ., w; auf den Korper R;....; ,
so sind die Korper N;,...;, und 8y fastunabhingig beziiglich p;s,...;,
wnd p; .

Beweis. Es sei X € Ry4pnnq, mit g5, (X) >0 und Z€§K;

mit g; (Z) >0. Dann liBt sich X wie folgt darstellen:

n+l

Xz.\/ X X5 00072 ,,,,\\obelX,,,ES‘ y=1,2,...,n,7=12,...,7.

Da y;li:__,;ﬂ(X) > 0 ist, existiert ein 7, mit p; ;.. 2y (X4,5, Xo,j,
X,,;) > 0. Dann ist aber y; (X,;) = ‘ui‘i:_,,i”(X,,']n) >0, »=
1,2,..., 7 Wegen der Fastunabhanglgkelt der R, Ny - - Ky K,
beztiglich g, sy, - - - M M, st dann Xy ; X, -+ X, ;, = 0, also
auch X Z =0, weil X2 Xy ; Xo; X, ; gilt. Damit ist Lemma 3
bewiesen.

Lemma 4. Es scien dic Korper K, 8, mit den Quasi-Wahrschein-
lichkeiten wy, o fastunabhingig beziiglich uy, p,. Dann existiert eine (und
nach Lemma 2 genaw eine) multiplikative Erweiterung puy, von uy, o aif
den kleinsten Kiorper Ryq, der Sy und R, als Unterkorper enthdlt.

Beweis. Da jedes Element X € §t), in der Form darstellbar ist:

X=\J 4;B; mit A€, B,cN,, (1)
i=1
wobei die Durchschnitte 4; B;, j =1, 2, . . ., 7, paarweise fremd sind, so
muB (falls eine multiplikative Erweiterung pu;, von py, pt, auf §i3, exi-
stiert) gelten:
e (X) = 7.-__:1 ta (4;) ps (B). (2)
Um das Lemma zu beweisen, geniigt es deshalb zu zeigen, daB3 durch (2)
fiir alle X € §t;, eine cindeutige Funktion u;, auf §ty, definiert ist. Es ist
dann klar, daB g, eine Quasi-W. auf §t, ist und die Eigenschaften einer
multiplikativen Erweiterung von gy, p, auf §t), besitzt. Wir beweisen
also: Ist
U Ay By = \ ' A Bff mit A; Afe®, B, B¥e¢ &, (3)
j=1 j "1
und sind dic Durchschnitte 4; B;, j=1,2,..., 7, baw. 4 B}, j=
1,2,... 0, paarweisc fremd, so gilt:
T

(4]
j‘:‘1 w(A4;) 1 (B)) =7.‘_:-‘ pa (AF) po (BF). (4)

6*
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Wir betrachten dazu den kleinsten Kérper 8,, der alle A, 1=1,2,..., 7
und 4F, =1, 2,.. .0, als Elemente enthilt, bzw. %, der alle B,
7=1,2,...,7vund Bf, =1, 2,...,p, als Elemente enthilt. Dann besitzen
W, und W, endlich viele Elemente, sind also als Booleringe betrachtet,

atomar. Es seien X, X,, ..., X, bzw. Y,,Y,, ..., Y, scine Atome,
Dann gilt:
=\ X Bp=\J Y, mit P,C{.2 .. L0, C{L, 5. 55}
ieP, ieQ,
=12, ..., ()
= \J X, Bf =\J ¥, mit PFC{LE, ... 8L OFC{L & on it
te P? 1eQy
fe=1,2 15,0
T e
Wir setzen nun R= \/ (P;XQ;) und R* = \/ (PFxQj), wobei

=1 j=1
P;XQ; bzw. P§ xQF dié Bildung von cartesischen’ Produkten bedeutet.
Dann haben wir wegen (3) und (5):

X=\ XY= U X, Y. (6)

(i,k)eR (.k)e R*

Betrachten wir nun den kleinsten Koérper 9, der %8, und %, als Unter-
kérper enthilt, so ist 9 als Boolering betrachtet, auch atomar und zwar
mit endlich vielen Atomen und es gilt: ist X, ¥, & 0 fiir ein Paar
(1, k) € R bzw. R*, so stellt X, Y, ein Atom im Boolering M dar. Da die
Darstellung von jedem X € 9 durch Atome eindeutig ist, so sind in (6)
bei den beiden Darstellungen Elemente X; Y, mit (4, k) € R + R* =
(R R*) — R R* sicher keine Atome, also X, Y, = 0. Da aber §
und §, fastunabhiingig beziiglich p, u, sind, so folgt aus X, Y, = 0,

X, €8y, Y€ R, entweder gy (X,;) =0 oder u,(Y,) =0. Es gilt also
sicher:

(X)) po(Y,) = 0 fir jedes Paar (i, k)€ R + R* (7)
und deshalb ist:
A | 7y — Vv ‘& _ ~ X.
apertrEd (M) = X i (X) p(Vy) = X 10 (X)) (V).
(8)

Aus (5) und der Additivitit der Quasi-W.en g, u, folgt:

m(d;) = .2 1 (X,), po(B) =i-"-; us(YS),
€C;
m(A4f) = 1,,#1(X,-): 2 (B) =i;%_,uz(Yi)-

Also wegen (7) und (8 ).

T

i-::lM(A;) U2 (B;) —( o7 R‘Uq( ) e (Yy) = (i’kﬁ:RR.Ml(Xi) #2 (Y3),
)
b)) * * . “

].a:llul(Ay ) e (Y) = i R,l"l (X)) po(Y) = (i'k)%m.lﬁ(xi) o (Yy).

Daraus aber folgt (4) und Lemma 4 ist damit bewiesen.
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Beweis der Aquivalenz von I und IIT. 1. Aus I folgt III. Aus den
Lemmata 3 und 4 folgt durch vollstindige Induktion: Fiir jede belie-
bige endliche Menge {L_l Ty 5 z',,} existiert eine multiplikative Erwei-
terung  fii,...q, VOn  fy, My, ..o My, auf Ry;..;. Da nun nach
Lemma 1 jedes X € & einem §,,...;, fiir ein {4, 7,, . " ., 1.} € I angehort,
so definieren wir B

w(X) = pi i, (X) 9
und beweisen, daB die so definierte Funktion y auf & eindeutig ist, d. h.
wenn ein X € ® gleichzeitig Sfi,i,---i,, und 8, j...; mit {ig, 7y, . . . 7.}
und {73, Ja - - -, 1} © I angehort, dann ist "
Biyiyenvin (X) = 5,005, (X)-
In der Tat: Ist X € Ry,...;, N 8,5,...5,, so ist offenbar X € Ry, x,..-2,
mit {ky, By oo k) = {0t 03 - o T

Da aber nach Lemma 2 uy j,...;, eine Erweiterung von g i,...q,
und ;5.5 auf Rpz...; und als solche eindeutig bestimmt ist,
so gilt:

Miylye oo kp (X) = u,, f,----i,,(X) = ﬂj,i.-e-j,,,(X)-

Die Eindeutigkeit von g ist also bewiesen. Es ist klar, daB p(9) = 0
und u(E) = 1ist. Es bleibt also die Additivitit von x zu zeigen: Aus
Xe®, Yeq folgt X€Ryioiy YERy,...;, also gehsren X, Y
und XV Y dem Kérper Sy, mit  {k, ke ..o k)=
Fis g o gy W {j1, 72 - - -» Jm} an, auBerdem sei X N Y = @. Dann
gilt aber u (XVY) =g 1,...t, XVY) = prs, g, (X) + oyt (Y)
= u(X) + p(Y). Die Additivitit von u ist also gezeigt.

DaB u eine multiplikative Erweiterung von u;, 1€1, auf & ist, folgt
leicht aus der Def. von u.

2. Aus III folgt I: Esseien X; € §t;,v =1, 2, ..., n, mit u; (X;) =0
und {iy, 7y, . . ., 1,}C I; dann ist
(X, X Xz‘,,) :/"(Xil)/"(Xi) B (Xi,.) = p, (X)) i, (X)) i, (Xi,,) =+0,
also X; X, -+ X, + 0.

Aus III folgt also I. Hiermit ist Satz 1 vollstindig bewiesen. Man
zeigt nun leicht.

Satz 2. Es sei §y;, i€ I, eine Familie von Korpern von Teilmengen
ciner Grundmenge E. Es set ferner R der kleinste Korper, der jeden
Korper &, 1€ I, als Unterkorper enthdlt. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

«) Die Korper R, 1€ 1, sind M-unabhingig.

B) Es existiert eine multiplikative Erweiterung u auf fiir jede I amilie
VO Quasi-Walz.rsc]zez'nlichkeiten [uilﬁi, 1€ 1.

y) Fiir jede F amilie von Quasi-W-en u;|R;, 1€ I, existiert eine gemein-
same Evweiterung p auf 8, d. h. eine Quasi-W. u derart, daf p(X) = w; (X)
fiir jedes X € Ry, 1€ 1, gill.
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Bewers. Aus Satz 1 folgt: Wenn «), dann ). Der Beweis fiir: wenn
f), dann p) ist trivial. Es geniigt deshalb zu zeigen: wenn y), dann «).
Wir betrachten eine beliebige endliche Menge {7;, %, - . ., 7,} € I und belie-
bige Elemente X,-'_E ft'fl, mit va +0, v=1,2,...,n Es sei ferner
%, €X;,v=12, ..., n. Wir definieren auf jedem §;, eine Quasi-W.
4, derart, daB u; (X) =1 oder 0 je nachdem =x; € X oder x; ¢ X
gilt. Da nun offenbar p; (X;) =1,v=1,2,.. ., n,gilt, so ist u(X;) =1,
v=12...,n wenn g eine zu diesen pu;|R;,v=12, ...,
gemeinsame  Erweiterung ist. Dann muB aber 4, (Xf;.-) =1,
k=1,2,...,nundv=1, 2, ..., n, gelten, d. h. ¥, € Xik, k=1,2,...,n,
und fir jedesv =1,2,...,2 also X; X; ---X; == 0. Damit ist be-
wiesen: aus y) folgt «).

16.4. Fiir M-c-unabhingige Korper gilt der:

Satz 3. (Satz von BANACH) Es sei &, i € I, eine Familie von M-o-
unabhdngigen o-Korpern von Teilmengen einer Grundmenge E. Es sei
|[I| =Ny und auf jedem R, eine mengentheoretisch o-additive Quasi-W.
Wi 1€ 1, definiert. Dann existiert stefs eine mengentheoretisch o-additive
Quasi-W. p auf dem kleinsten o-Korper & von Teilmengen der Grundmenge
E, der jeden Korper R,;, i€1, als o-Unterkirper enthilt, derart, daf gilt:

o) u(X) = pu;(X) fiir jedes X € R, i€ 1.

B) Die o-Korper §; sind stochastisch unabhingig beziiglich p, d. h.
p-unabhingig in {1,

S. BaNacH [1] hat zuerst einen direkten Beweis dieses Satzes ge-
geben. S. SHERNAN [1] hat den Beweis dieses Satzes auf den Beweis
eines entsprechenden Satzes fiir Produktriume zuriickgefiihrt.

Beweis: Es seien (2,, §t,, ;) die W-Rdume mit 2, = E, i€ I. Es sei
ferner 2 = _PIQ,. der Produktraum mit Komponenten Q, = E, 7€ I.

1€

Es bedeute % die Gesamtheit aller Rechtecke: R (dq,, 45, ..., 4;) fiir
{iy, g - - ., 7,3< I und A, €, v=1,2,., .0,

Dann ist §* = PI §t; der kleinste Korper von Teilmengen des Pro-

1€

duktraumes £2 iiber %. Es bedeute ferner ,%* den kleinsten o-Korper
von Teilmengen des Produktraumes £ iiber ®*. Dann kann man (be-
kanntlich) auf ,&* eine Quasi-W. g derart definieren, daB p(R) =

i (As) pi (4;) - "4, (4;) fiir jedes Rechteck R(4;, 4, .. ., 4;) gilt.

! Eine Erweiterung des Begriffes der stochastischen Unabhingigkeit
zum Begriff der stochastischen o-Unabhingigkeit beziiglich einer men-
gentheoretisch g-additiven Quasi-W. s, im Falle wo ®,, 7 € I, und § g-Korper
sind, bringt nichts Neues. Denn aus der stochastischen Unabhéngigkeit und
der o-Additivitit folgt die stochastische o-Unabhingigkeit, weil

/.L(VQI X{,,) = ﬁ I ()&’,-v) lim IkI I (1Y{v) .

v=1 k—>o00v=1
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Es seinun ,R(4;, 4;,, . . .) ein o-Rechteck, d. h. eine Produktmenge der
Form P X; mit X; = 4;, »=12..., und X, =20, fir ¢:¢€

tel
(I —{iy, 4y, - - .}), wobei die Menge {7y, 7,, . . .} eine abzdhlbare Teilmenge
von I ist. Dann gilt wegen der mengentheoretischen o-Additivitat der
Quasi-W. p auf &*

Y (R Aiyy o)) = lim T g, (Ay) =TT i, ().

Nn—>00 vy =

Nun bemerken wir, daB der kleinste Korper &, von Teilmengen der
Grundmenge E (der ein Unterkérper des o-Korpers & ist), der jeden
Korper §,, 7 € I, als Unterkorper enthilt, isomorph zu §t* ist, und zwar
derart, daB bei dieser Isomorphie jedem Rechteck R(4;, 4, .., 4;)
als Bild der Durchschnitt 4; N 4; N---NA4; €& entspricht. Die
Quasi-W. y auf §* (als Unterkérper von ,%*) induziert auf R, eine
Quasi-W. p derart, dal

plAg N A NN A ) = g (4;) ps, (4s) - e, (43),

insbesondere also u(X) = ;(X) fiir jedes X € &, 7€ 1, gilt. Da aber
wegen der vorausgesetzten M-o-Unabhingigkeit der K;, 1€1, jeder

[e )
abzihlbare Durchschnitt der Form N\ Az mit A; € K, A, F 0,
v=1
»=1, 2, ... nicht leer ist, so beweist man leicht, daB ,&* isomorph zu §
ist, und zwar derart, daB diese Isomorphie eine Erwciterung der Iso-
morphie zwischen §* und §, ist und bei welcher jedem o-Rechteck
(o]
{7 . PR als Bild der Durchschnitt ‘Q]_Ai" in § entspricht.
Die auf §,induzierte Quasi-W. u 1Bt sich deshalb von f,auf & erweitern,

ist mengentheoretisch g-additiv und es gilt:
p(X) = p (X) fir jedes X € §&;, 1€,

@ )
% ( N Ai,.) = JT wi,(44)
\r=1 r=1
d.h. die ¢-Kérper &, sind stochastisch unabhingig beziiglich p.
Damit ist der Satz von BANACH bewiesen.

Aus den Sitzen 2 und 3 folgt:

Satz 4. Es sei A; 1€1, emne Familie von M—unabh{ingigen (bzw.
M-c-unabhangigen) Tetlmengen der G.mmdmenge E. Es sel ferner p(4 ‘)
i€ I, eine beliebige reelle Funktion mit 0 é‘(p M) = 13 i€ I. Dz?nn exi-
stiert eine Quasi-W. ( bzw. eine mengcntlxeoiehsch. or:addztwe Quasz—W. ) u,
die auf dem kleinsten Korper (bzw. a—.Korper) K von Tazlr.t.wngen der
Grundmenge E definiert ist, der alle A,, i€ 1, als Elemente enthilt, und fol-
gende Eigenschaften besitzt:

&) w(X) = @X), falls X = 4;, 1€ 1.
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B) Die Mengen A,, i€ I, oder was dasselbe bedeutet, die Korper §; =
{0, A,, A¢, E}, i€ I, sind stochastisch unabhiingig beziiglich p.

Bemerkung 1. Aus der stochastischen Unabhingigkeit eines Systems
A,, 1€, von Teilmengen der Grundmenge E beziiglich einer mengen-
theoretisch g-additiven Quasi-W. folgt nicht notwendig die M-¢-Unab-
hiingigkeit bzw. die o-Fastunabhingigkeit des Systems A, i€ I.

Beispiel. Es sei (0, )= P (¥; w,) das o-Produktfeld mit
i€{1,2,...)
1 ; 1 .
§:=19. 4,0, 4,1, ¢} w0, (a;,0) = 57, s (@) =1—;, =1, 2,... Damn

ist @ isomorph zu @, d.h. zum Boolering (Koérper) aller Teilmengen
der Menge der natiirlichen Zahlen £ = {1, 2,.. } (vgl. Satz 5, Nr. 11.6).
Essei §F={0, 4; o, 4; 1, E} das Bild des Faktors &, bei dieser Isomorphie.
Diese Isomorphie induziert auch in ¥ eine W. u die g-additiv (genauer
mengentheoretisch g-additiv) ist. Die Mengen A;,, 2=1,2,..., sind
offenbar stochastisch unabhingig beziiglich u, jedoch nicht M-g-unab-
hingig bzw. g-fastunabhingig, denn es gilt:

oo
N A;jo=9, weil lin;o‘u (A1 Adsag--+ A, =0 ist.
i= 1 y—

Bemerkung 2. Aus Satz 1 folgt, daB die Fastunabhingigkeit eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer multi-
plikativen Erweiterung ist. Satz 3 besagt, daB die M -¢g-Unabhingigkeit
hinreichend fiir die Existenz einer multiplikativen Erweiterung, jedoch,
wie das Beispiel zeigt, nicht notwendig ist. H.Hgison [1] hat im
Falle von zwei Kérpern gezeigt, daB die Fastunabhiingigkeit, die in dic-
diesem Talle mit der o-Fastunabhiingigkeit zusammenfillt, nicht hin-
reichend fiir die Existenz einer multiplikativen o-Erweiterung ist. Aus
dem Beispiel von Bemerkung 1 folgt auBerdem im Falle abzihlbar un-
endlich vieler Korper, daB fiir die Existenz einer multiplikativen o-
Erwciterung die o-Fastunabhingigkeit nicht notwendig ist. Es bleibt
noch die Frage offen, ob im Falle von unendlich vielen Kérpern aus der
o-Fastunabhingigkeit die Existenz einer multiplikativen o-Erweiterung
folgt. MarczEwsk! hat in einem speziellen Fall diese Frage positiv
beantwortet. Er hat nimlich folgenden Satz bewiesen:

Satz 5. Es seien ;, i€ I, o-Korper von Teilmengen einer Grund-
menge E. Auf jedem R, sei eine mengentheoretisch o-additive Quasi-W .
M, defintert. Es sei ferner vorausgesetzt, daf alle ®;, i€ I, mit even-
tueller Ausnahme eines festen Index io€ I Kirper mit endlich vielen Ele-
menten sind. Es seien auferdem alle Q,, 1 € I, o-fastunabhéingig beziiglich
ti 1€ 1. Dann existiert eine multiplikative o-Erweiterung W von allen w,,

i€ 1, auf den kleinsten Korper &, der alle &,, i€ I, als Unterkorper ent-
halt.
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Beweis. 1. Es sei X € & dann existiert nach Lemma 1 Nr. 16.3 eine
endliche Teilmenge {7, 7y, . . ., 7,, 75} C I, wobei 7, der feste Index der

Voraussetzung ist, so daB X € §; ;,...;,;, gilt. Wir betrachten nun den

1) (2) ki
atomaren Koérper 8y ;,...;. Es seien A; , A; ,..., ASVI") die Atome

iy,
des Korpers &, fir »=1,2,..., 7. Dann bekommt man simtliche

Atome von R, ;....;, aus den Durchschnitten der Form: A(") A(”) A(j")
fir alle méglichen endlichen Indexfolgen (fy, 7o) - - - 72) mit = k1 S

»=1,2, ..., 2 Denn bezeichnet f(i, 7y, . . ., 1) dic Gesamtheit dleser

Indexfolgen, so ist E = \J A A0 Af™ und
Grrdae. Jn)cl(‘x 2025 n)

jedes Glied dieser Vereinigung ist ein Atom von 8, ;,...;, oder leer.

Nun ist leicht festzustellen, daB jedes X € R;,...;,;, in der Form:

X = o ; )\c{(i . ) )AE{!)Agx) S A?;.") B:,-l]-:,_,]-'I mit Bj‘j’...jné S?‘fo
172 eeesly P PRI
(1)
darstellbar ist. Es gilt nun folgendes

Lemma. Es sei X; €8, 1=1,2, X;DX, und zwar sei etwa
X1 € Riyiyeeniy ior SO darstellbar in der Form

X1 _ U ‘4(71) /1():) . )"1) B(l)

. . . . u L '" J1l2°"
(jhjh . "7"x)€ /(11- 12000y '"1)

Dann existiert ein ng =ny derart, daf X,€ R; oilt. Wenn

Mipiyeerin,do 8

(¢D] (J2) (7,,,,) (2)
X2 = ) U .. . Ail Ai: T /11,1 Bjxj:"'jn,
((j,,j,,...,y,,,) €f(Bstnrenning)
die Darstellung von X, 11 .Qi‘,-,...i":,-o ist, so gilt:
1) (2)
B?l): j 2 B?l]:

Beweis des Lemmas: Sicher gehért X2 einem Korper St,,...e,i, a0
und hat deshalb eine Darstellung der Form:
Xz = U A(;x)A(l) Agin) B;,,;.,...,z_’x mit B7~17~=""~n€ Si.;o.
(A dgr ey A €ty oo oolm)

Es sei {1}, i, - - -» in} V I S % {iy, g, - . ., 1y}, dann ist offenbar
1y = 1ty und Xy € Riyiyeevi,iv X kann deshalb in der Form

’}(2 _ U AZI) 1(7!) e g (,)m)\ 7 7.,..7'". mit Bj)fl"'jn. e St\"c
(7.1: Jareens j"‘l) ‘3/(.1-1, Tay0es 1',,’)
dargestellt werden. .
Da A(m A 57"’) B i, S0 gilt und da der Durchschnitt
1 ny 1J2 , .
AU‘)A(”) .. (7"’) zu dem Durchschmtt A()’) 4(1.) A,(.n’:’) fremd st
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fiir (73, Jor « -+ Tn) &= (A A5, - - -, 4,), S0 haben wir

1

A(h) A(”) A(’") Bm, Y- A(") A(”) A(’"=) Bﬁ,,’, "y

2 l
Setzen wir also

(2) * (1)

Bjxf:“ in. Bh?: th 7' ’
so ist
CANNCA) (n)) @ G 4G ()
Aix Ah : Al""! BJ;J ns Afx A'l: : ,,: B]17 ,’
also
Gy G2 () .
X, = \J A; Ay - A n” Bm jp, Wit 725 = 1y

(jl,jz ----- in’)cf(ihi:r---- inz)

und BY) . y, 2 B;lj), .j,» was zu beweisen war.

Fortsetzung des Be;ueises von Satz 5. Nach Satz 1 existiert eine
Quasi-W. g auf &, die eine multiplikative Erweiterung von u;, 1€ I,
auf §t ist. Wir brauchen deshalb nur zu zeigen, daB u auf ® mengen-
theoretisch g-additiv ist. Dies ist aber gleichwertig mit folgendem:

Aus X,2X,.,, X,eft und u(X,)=6>0, v=1,2,..., folgt:

(e o]

(B(E) N X, +0.

v=1

Es sei nach (1) und dem Lemma jedes X, folgendermafBen dargestellt:

(Gr) () n *)
X = \J 474, Ag.;‘) B; uing >
(i:.f:,---:iruk)ef(ilri: ----- ink)
wobei
B, 5. € Qi m S myyy und B, cing 2BRED 5 L k=1,2,.
Dann folgt aus der Definition von g im Satz 1, daB
(1) (71) (711 ) (L)
(X)) = = (A7 AT AT B; i) (2
& (s Fareenn ink)e/(i,,i,.....ink)'l (s, )iy (By, '7"k) )

ist. Wir haben aber offenbar

G g6 ) ‘
~ AP 4T L glme 3

(jllj!y'~~rjnk)€f(ihi: ----- n;.) # ( ! : nk ) ( )
Da p(X,) = 6 > 0 ist, so folgt aus (2) und (3) und aus der folgenden

Elgenschaft die beliebige nicht negative Zahlen ; = 0 und f; = 0 er-
fiillen:

n

n
(A) Wenn y = _)jl o; f; und '21 o«; =1 gilt, dann existiert stets
i= i=

ein Index j derart, daBy < B, und o;, == 0 giltL, daB ein (3, 7, - - ., 7.";:) ¢

! Der Beweis dieser Eigenschaft ist leicht.
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- . . . (.l) (.l) .n .l .! 'ﬂ )
flig, dg, -+ o 2y) mit p (Ai: Ai: - A,(:kk)) = (AZ )),u (AZ ))' Ry (A;(,j,kk))
(k .
>0 und y;, (B,-,;,...,-nk) = 0 fir jedes £ =1, 2, ... existiert. Daraus
aber folgt:
Fir jedes & =1, 2, ... existiert ein (j;, 7o, - - -, 7)) € F (i1, 720 - + » 2my)
mit

HM$H>QQ=LzHN%umydE” | =o. (4)

uger i
Bestimmt man nun (j3, g, - - - 7',,‘.“), so daB (4) fiir £ =» 4 1 gilt, so gilt
offenbar fiir # =» und (j, ..., 7,) auch (4). Durch Induktion kann
deshalb eine Folge
T for - - -
derart bestimmt werden, daB fiir jedes k=1, 2,... der Abschnitt
(1> Jo» - - -» Iny) SO beschaffen ist, daB (4) gilt.
Es sei nun
B = Bg},...,-ﬂl B;-f},...,-":- -+, dann ist B¢ &; und gilt
#(B) = p;,(B) = kli_l}go Wi, (Bg-f}....,-”k) = 0 letzteres, wegen der o-Additi-
vitit der Quasi-W. p;, auf ;. Da auBerdem Ag”) € &, mit u (Ag")) =
i, (Ag")) = 0 fiir jedes v = 1, 2, ... und die &,, € I, fast -g-unabhingig

[o0] i
beziglich w,, 1€1 vorausgesetzt sind, so ist B N /N A,(-i") == (. Daraus
v=1
aber folgt

oo [ee) .
NX,2BN N A,(-l],”) == ), was zu beweisen war.
E\i:tl Hilfe des ySatlzes 5 kann man nun folgenden Satz beweisen:

Satz 6. Es sei (E, S, p) ein W-Raum, wober R ein o-Kérper (also p
ein mengentheoretisch o-additives Maf auf &) ist. Es scien ferner A,
icI, Teilmengen von E, derart, daf gilt: .Fﬁr jedes X € § mit p(X) >.0
und  jede  Dbelicbige abzihlbare  Teilmenge  {iy, 1y, ...} 1 18t

XN ;.\ Bi :i:@, wobgi B‘l',-:A{v oder x‘lgv 1st.
v=1 !

Es sei ferner jeder Menge A, eine reelle Zahl o (A,;) mit 0 = @ (‘.4 J=1,
ic I, zugeordnet. Dann existiert ein W-Raum (E, SJR,. v), wober M der
kleinste o-Korper, der S als Unterkorper und alle A, 1€ 1, al.s' Elementc
enthdlt, und v eine Quasi-W. (also ein mengentheoretisch o-additives M aB)
auf M ist, die cine Erweiterung von p auf M darstellt und folgende Eigen-
schaften hat:

1. v(d,) =@4,) fir jedes i€ L.

2. wv(dydqy e A4, X) =v(4y) v(d;) - v(Aiy) v(X) =

= p(d;) p(4y) - o di) pX)
fiir jede endliche Teilmenge {1y, g, - - i,3C I und jedes X € &.
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Beweis. Man betrachte die Korper &, = {0, 4,, A%, E} und setze
p(A) = @(4), p (43 =1—@(d), p;0) =0, u;(E) =1, i€l
Dann sind die Korper &, §;, ¢€ I, o-fastunabhingig und erfiillen die Vor-
aussetzungen des Satzes 5. Man braucht also nur nach Satz 5 eine Quasi-
W. v auf dem kleinsten Kérper M, der & als Unterkérper und jedes 4.,
1€, als Element enthilt, zu bestimmen und dann diese Quasi-W. v
auf den kleinsten g-Kérper M iiber M, c-additiv zu erweitern.

17. Nicht separable (nicht empirische) invariante
Erweiterungen des linearen Lebesgueschen W-Raumes

17.1. Es sei (E, &, u) ein g-W-Raum (vgl. Nr. 10.1). Ein ¢-W-Raum
(E', &', 1) heiBt eine o-Erweiterung des ¢-W-Raumes (E, §t, x), wenn
gilt: 1. E = E’, 2. der g-Korper & ist ein Unterkdrper des o-Kérpers &’
und 3. p'(X) = u(X) fiir jedes X € §.

Jedem ¢-W-Raum (E, &, u) entspricht ein ¢-W-Feld (§, w) mit
& = /%, wobei N das g-Ideal der u-Nullmengen und w (4/N) = u(4)
flir jedes A/ € §. Man bezeichnet als Charakter des o-W-Raumes
(E, 8, u) den Charakter ¢z des ihm zugeordneten o-W-Feldes (, w)
(vgl. Def. Nr. 10.7). Eine o-Erweiterung eines 6-W-Raumes (E, &, x) ent-
steht z. B., wenn man zu § alle Teilmengen von u-Nullmengen adjungiert ;
die so entstehende g-Erweiterung (E, L &, u) (vgl. Nr. 10.1) hat offenbar
denselben Charakter wie (E, &, 4#). Wir bezeichnen eine o-Erweiterung
als eine echte g-Erweiterung, wenn der Charakter der o-Erweiterung
(E", &', i') groBer als der Charakter des o-W-Raumes (E, §, w) ist. Der
lineare Lebesguesche W-Raum (E, €, 1) (vgl. Nr. 10.4) ist vom Charakter
8,, also empirisch (I-separabel). Es entsteht nun die Frage, ob es echte
o-Erweiterungen von (E, g, 1), also o-Erweiterungen mit einem groBeren
Charakter als 8, gibt. S. Kakutaniund J.C.OxToBY [1]haben bewiesen,

daB es eine echte g-Erweiterung (E, L, ) von (E, €, 1) mit dem Charakter 2°
gibt, wobei ¢ die Méichtigkeit des Kontinuums ist. Eine o-Erweiterung von
(E, 2, 1) mit groBerem als 2¢ Charakter gibt es offenbar nicht, denn die
Michtigkeit von B (E), d. h. des Systems aller Teilmengen der Grund-
menge E = {x:0< x <1} ist gleich 2°. Die Kakutani-Oxtobysche
o-Erweiterung (E, &, 1) ist deshalb auch interessant, weil sie invariant im
folgenden Sinne ist: Jede Q-l-invariante Transformation von E auf
sich ist auch Q--invariant!.

1 .Ist (E, ®, 1) ein W-Raum, so heiBt eine eineindeutige Transformation
(Abbllc'lung). T von FE auf sich Q-p-invariant, wenn gilt: Aus X € § folgt,
daB die Bildmenge T(X) € &, wie auch 7-! (X) e & und p(T(X)) =

#(T7Y(X)) = u(X) ist; hierbei bedeutet T-! die zu T inverse Abbildung.
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17.2. Bemerkung. Ein o¢-W-Raum (E, &, u), dessen Grundmenge
das Intervall E = {x: 0 = ¥ <1} und dessen Charakter gleich 2° ist,
existiert auf Grund des Satzes 1 und Bemerkung 2 von Nr. 15.3 stets.
Da nidmlich die Michtigkeit von E gleich ¢ ist, so existieren Teilmengen
X;, 1€ 1, von E, wobei die Michtigkeit von I gleich 2° ist, die mengen-
theoretisch g-unabhiingig sind. Man betrachte nun die Koérper &; =
{9, X,, X¢, E} und definiere Wahrscheinlichkeiten: u, (X;) = u;(X3)
:—;—, w; (0) =0, u;(E) =1, i€I. Dann sind die Korper §,, 1€1,
M-o-unabhiingig und die Wahrscheinlichkeiten g, trivialweise, mengen-
theoretisch g-additiv. Nach dem Satz von BanxacH Nr. 16.4 existiert
dann eine multiplikative g-Erweiterung g von yu;, 1€ 1, auf den kleinsten
Kérper &, von Teilmengen der Grundmenge E, der alle §,, als Un-
terkorper enthilt. (E, R, #) ist denn ein W-Raum. Bedeutet dann
(E, B R, ) bzw. (E, L R, u) die Borelsche bzw. Lebesguesche o-Er-
weiterung von (E, 8, #), so sind die ¢-W-Riume (E, B §t,, #) und
(E, L ,, ) offenbar vom Charakter 2°.

17.3. Wir beweisen nun folgenden Satz von KAKUTANI-OXTOBY!:

Satz 1. Es existiert cine o-Evweiterung (E, 8, 1) des lincaren Lebes-
gueschen W-Raumes (E, &, 1) mzi folgenden Eigenschaften:

1. Der Charakter von (E, &, 1) ist gleich 2¢.

2. Jede Q-l-invariante Transformation von E auf sich ist auch eine
Q-Linvariante Transformation.

Beweis. Dic Konstruktion der Erweiterung (E, Q,1) erfolgt nach
KAKUTANI-OXTOBY in drei Schritten:

I. Schritt. Es sei B dic Gesamtheit aller Teilmengen (meBbar oder
nicht meBbar) von E mit einer Michtigkeit kleiner als ¢. Dann ist

(o 0]
P ein o-Ideal denn aus P, € folgt, daB die Michtigkeit von \/ P,
' r=1

kleiner als ¢® == ¢ ist. Es ist nicht bekannt, ob P C N ist, wobei N
das ¢-Ideal der Lebesgueschen Nullmengen bedeutet, die Teilmengen
von E sind. Setzt man die Kontinuums-Hypothese als wahr .voraus,
so ist jedes P € R eine abzihlbare Menge und als solche gehért sie zu N,
d. h. es gilt dann P C N. Wir setzen im folgender} die Kontu}uums-
Hypothese nicht voraus. Wir bezeichnen mit &' die Gesamt'he.lt allgr
Teilmengen X’ von E, die folgende Bediggung erfiillen :. ,,es ex}stlert ein
Xe@ mit X'+ XeP. Man zecigt leicht, daB 8" ein a:Korper von
Teilmengen der Grundmenge E bildet und falls Wir': l’()%’ ) :‘I.(X) fur
jedes X' € & mit X +XeP Xer defm{e.ren, so 1st.l eine em,de’utlge
auf ¢ definierte mcngentheoretisch a-addltlvg Funktion. (E, &, 1) 1st_
deshalb ein o-W-Raum, und zwar cine g-Erweiterung von (E, &, /). Der
Charakter von (E, &, 1) ist jedoch gleich dem Charakter von (E, & 1).
Der W-Raum (E, &, 1) ist wie auch der W-Raum (E, g, /) komplett,
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d. h. wenn 9’ das Ideal der !’-Nullmengen bedeutet, so folgt aus X’'C
N’ €9, daB auch X' € N ist. Wir zeigen nun

Lemma 1. Jede -l-invariante Transformation von E auf sich ist
etne &'-l'-invariante Transformation.

Beweis. Es sei T eine g-I-invariante Transformation von E auf sich,
dann folgt aus der Eineindeutigkeit der Abbildung:

Wenn P ist, so ist T(P)€P und T-1(P) € P. Daraus folgt dann:

Wenn X'€ @, so auch T(X')e &, T71(X)€ & und l'(T(X’)) =
I(T7(X")) =V (X’'). Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Wir bezeichnen zwei &'-/’-invariante Transformationen T und T*
von E auf sich als &dquivalent in Zeichen T =~ T%*, wenn gilt:
Pi{x: Tix)=E=T* (¥)}) = 0. Es gilt dann:

Lemma 2. Es existiert eine wohlgeordnete transfinite Folge von &'-I'-
tnvarianten Transformationen von E auf sich: T,, 0 = & < w,, (wobel w,
die erste Ordnungszahl bedeutet, die der Kardinalzahl ¢ entspricht), die die
folgende Eigenschaft besitzt: Zu jeder beliebigen Q'-I'-invarianten Transfor-
mation T von E auf sich existiert ein &« <w, mit T ~ T,.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB die Michtigkeit der Menge aller
Aquivalenzklassen von €'-I-invarianten Transformationen von E auf
sich nicht groBer als ¢ ist. Der Charakter von (E, &', I') ist gleich §,.
Es existiert deshalb eine abzédhlbarc Teilmenge U’ von ', die /'-dicht
in & liegt, d.h. zu jedem X’ € & und belicbigen & > 0 existiert ein
A"e W mit (X' + A') <e. Jeder @'-V-invarianten Transformation
T von E auf sich entspricht dann eine Abbildung: A’ 34" — 4’|’
von A" in /N'. Ist T ~ T’, so entspricht offensichtlich den beiden
Transformationen 7Tund 7' dieselbe Abbildung von 9’ in &'/9. Ist da-
gegen T nicht dquivalent zu 77, so existiert ein X' € & mit /(X’) >0
und T (X’) fremd zu 77 (X’); als X’ kann sogar eine Menge von der Form
{#:0=T(x) <y < T'(x) <1} genommen werden, wobei y cine ge-
cignete gewihlte rationale Zahl ist. Wir wihlen dann ein A’ € 9’ derart,
daB /(X" + 4") <V’ (X') gilt. Da

T(X') + T'(X)C (T(X') + T(A) U (T(4) + T'(4') V

(T(4) + T'(X))
gilt, so haben wir

2U(X) <2U(X') + U(T(A) + T'(4)),

d.h. [T (4) + T(4") >0, also T(d') + T"(4’) &0, d. h. T"(4) =
T'(A"). T und T’ bestimmen deshalb nicht dieselbe Abbildung von
A" in &'/N'. Damit wurde gezeigt : zwei &'-I'-invariante Transformationen
von E auf sich sind dann und nur dann dquivalent, wenn sie dieselbe
Abbildung von U’ in &'/%' bestimmen. Die Menge aller Abbildun-
gen von A" in /N’ ist aber von der Michtigkeit ¢ = ¢ und deshalb
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ist auch die Michtigkeit der Menge der Aquivalenzklassen von allen
Q-I’-invarianten Transformationen nicht gré8er als ¢. Damit ist Lemma
2 bewiesen.

Lemma 3. Es existiert eine wohlgeordnete transfinite Folge B,,
0 < & < w,, von Borelschen Teilmengen B von E, die folgende Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Fiir jedes « mit 0 = & = w, st die Mdchtigheit von B, gleich ¢.

II. Fiir jedes X' € & mit I'(X') > 0 und fiir jede Ordinalzahl g mit
0< B <o, caistiert eine Ordinalzahl & mit f <o <o, derart, daf
X'2 B, gilt.

Beweis. Es sei B das System aller Borelschen Teilmengen B der
Grundmenge E mit der Michtigkeit von B gleich ¢. Dann ist offensicht-
lich die Michtigkeit von 8 auch gleich ¢. Wir kénnen die Menge B
wohlordnen, also als eine wohlgeordnete transfinite Folge B,: 0 = o < .
von Ordnungstypus o, schreiben. Es geniigt zu zeigen: I'ir jedes
X’ € @ mit I'(X’) > 0 ist die Méchtigkeit der Teilmenge von B, die aus
allen B € 8 mit BC X’ besteht, gleich ¢. Jedem X’ € 8’ mit I/(X') >0
entspricht aber stets cin X € Q derart, daB die Michtigkeit von X + X’
Kkleiner als ¢ist und 2(X) = ¢/ (X’) > 0gilt. Esgeniigt deshalb zu zeigen:
Fiir jedes X € 8 mit 1(X) >0 existiert eine Familie von paarweise fremden
B, B mit B,CX, i€, und der Michtigkeit von I gleich ¢. Dies
aber folgt leicht aus den folgenden bekannten Eigenschaften: 1. Jedes
X € @ mit £(X) >0 enthilt eine Cantorsche Teilmenge C (d. h. eine nicht
leere total-diskontinuierliche perfckte Menge). 2. Jede Cantorsche
Menge C ist homeomorph zum cartesischen Produkt C x C und deshalb
3. jede Cantorsche Menge enthilt ein System von paarweisc fremden
Cantorschen Teilmengen, dessen Michtigkeit ¢ ist.

II. Schritt. Fiir jede Teilmenge A von E bedeute I'*(4) bzw. I (A)
das iuBere bzw. innere MaB von A beziiglich 7',
d.h. I'*(A) =x';j?§"c2’ I'(X’) baw. l; (4) = X'gil‘rx)"cw U (X).
Es gilt dann bekanntlich I, (A) = I"*(4), und zwar () =I* ) =.L’ (A)
dann und nur dann, wenn Ac @ ist. Um Lemma 4 zu formulieren,
{fithren wir auBerdem folgenden Begriff ein, der von Harmos und VQN
NEUMANN [1] stammt. Eine Teilmenge X von E (die nicht notweildlg
J-meBbar zu sein braucht) heiBt &'-I'-absolutinvariant, wenn T(x\). +
X und (T(X) + X) = 0 fiir jede &'-/’-invariante Transforrnatlon,
T von E auf sich gilt. Aus der Komplettheit (Vollstindigkeit) von.l
folgt dann leicht, daB das System aller &'-I’-absolutinvarianten Te.n]—
mengen von E einen g-Korper bildet. Wir bemerken ferner,. daB} emne
Teilmenge X von E sicher dann B'-l’—at')solutinvariant ist, wenn
I (T“ 4) + A) — 0 ist fiir jede Transformation T, des Lemmas 9. Dies
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folgt aus Lemma 2 und der Tatsache: Wenn 7T =~ T, ist und N =
{x: T(x) &= T,(x)} gesetzt wird, dann ist

T(X) +X=(T(X) + T.(X)) +(T.(X) +X)

C TNV TNV (T.(X) +X).
Wir zeigen nun

Lemma 4. Es existiert eine Familie von Teilmengen X4 der Grund-
menge E mit € A, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Die Madachtigheit von A ist c.

2. Die X5 sind paarweise fremd.

3. Es gilt I'*(X,) = 1 fiir jedes 0€ 4.

4. Die Menge X = \J X, ist &'-U'-absolutinvariant, fiir jede Teil-

ded’
menge A" von A.

Bewers. Es sei T, bzw. B,, 0 = o« < w,, die in Lemma 2 bzw. 3 defi-
nierte transfinite Folge. Es bedeute fiir jedes x € E und fiir jede Ordinalzahl
amit 0 £ & < w,, C,(x) die kleinste Teilmenge von E, die x als Element
hat und bei jeder Transformation T mit 0 < f =< « invariant bleibt.
Es gilt offenbar: Michtigkeit von C,(x) < Max {(Michtigkeit der Ab-
schnittes der Ordinalzahlen von 0 bis &) und 8y} <¢, d.h. C,(x) € .
Wir zeigen nun: Es existiert eine' transfinite Doppelfolge x5, 0 < f < «,
0 = & < w, mit folgenden Eigenschaften:

a) 23€ B, fir 0 << o <o,
) Die Mengen C, (x3), 0 < =< « < w,, sind paarweise fremd.

Wir ordnen die Menge der Paare (e, 8) lexikographisch, d. h. wir
schreiben (y, ) < (x, f) dann und nur dann, wenn y <« oder wenn
¥ =« und § < Bist. Damit ist die Menge aller Paare (&, §), 0 = < o
< @, wohlgeordnet vom Typus w,. Wir konstruieren nun die Folge
x5, 0 £ f =< & < w,, durch transfinite Induktion wie folgt:

Es sei xg beliebig mit «) € B, gewihlt. Ist nun #} bereits fiir alle Paare
(7,0) <(x,p) mit 06 =1y definiert, wobei 0 < B <o <w, SO
betrachten wir die Teilmenge D, von E:

D, = N Ca(x}).

(,8) < (%A mit0S sy
Dann ist die Michtigkeit von D, =< |« |* - Max (||, 8y) = Max (||, 8)
<{¢, wobei |x| die Michtigkeit des Abschnittes der Ordinalzahlen von 0
bis & bedeutet. Da nun die Michtigkeit von B, gleich ¢ ist, so ist
B, —D, %= 9. Wir wihlen deshalb einen beliebigen Punkt in B, — D,
und definieren ihn als x5. Damit ist die Doppelfolge x5 und die Folge der
Mengen C,(x3), 0 < B < & < o, definiert und es ist C,(x5) fremd zu
jedem C,, (x%) mit (y, 8) < (x, B) und 0 < 6 < y; also sind die Mengen
C.(x5), 0 =B <& < w, paarweise fremd.
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Es sei nun 4 = {: 0 = 6 <w,}, dann ist die Michtigkeit von 4

gleich ¢. Wir definieren:
X,= U C,(«}) fir jedes €4 (1)
sy <o,

und zeigen, daB die so definierte Folge die Eigenschaften 1., 2., 3. und 4.
des Lemmas besitzt. Die Eigenschaft 1ist, wie bereits bemerkt worden,
erfiillt. Die Eigenschaft 2 folgt unmittelbar aus der Definition der X,
d€ 4. Die Eigenschaft 3 folgt aus der Tatsache,daB X ;N B, == @ fiir jedes 0
mit § = & < w, gilt und deshalb wegen Lemma 3 X, N\ X’ == 0 fiir jede
Menge X’ € & mit 2/ (X’) > 0 und jede ¢ € 4 gelten soll. Wir zeigen nun
die Eigenschaft 4. Es genitigt offenbar zu zeigen, daB die Michtigkeit der
Menge T, (X 4) + X4 Kkleiner als ¢ fiir jede Ordinalzahl x mit 0 = x <,
und jede Teilmenge 4’ von 4 ist.

Wir haben

Xp=\UXe=\U U C,x).

ded’ 6€A'6§y<wc
Hierbei sind die C, (%) wegen ) und Eigenschaft 2 paarweise fremd.
AuBerdem ist jedes C, (%) mit y = « invariant bei der Transformation
T,. Es gilt deshalb

T.Xe) +XsS U U (T4(C,5) +Cola) -
ded,0sd<adsy<a *

Da aber die Michtigkeit von C,(x}) = Max (|y], 8g) = Max (o[, 8)
fir jede (y,0) mit 00 <y und 0=y <o ist, so ist die
Michtigkeit von (T,(X4) + X4) = |oo]2- Max (||, Ng) = Max (| |, 8o)
< ¢. Damit ist auch Eigenschaft 4 bewiesen.

Lemma 5. (Satz von TARSKI-HAUSDORFF)L. Es sei A eine belicbige
Menge mit der DMdchtigheit ¢.  Dann existiert eine Familic von
Teilmengen A, der Menge A mit y € I', die folgende Eigenschaften besttzt:

1. Die Mdchtigheit von I' ist 2°.

II. Die Mengen A, y€I', sind M-c-unabhingig.

1
Beweis. Es sei A =x:0=« <—;—} B :{x;gg x < 1},
C = {x:0=x <1}. Esseiferner I'= P (4), d. h. die Gesamtheit aller
Teilmengen der Menge A ; dann ist die Michtigkeit von I” gleich 2°.

Wir setzen fiir jedes y € I
1
1) ={x +35 xéy}, py) =y\V (B—1{)-

Es ist dann f(y)C B, @(y)< C, und wenn y,, y, € I mit p; = y,, dann

gilt: @) —@W)2 (1 —72) VY [(ya—») 0. Es bezeichne F die
Gesamtheit aller abzihlbaren Teilmengen der Menge C und 4 die Ge-

samtheit aller abzihlbaren Teilmengen der Menge F. Dann sind die
Mengen C, F und 4 von derselben Michtigkeit ¢. Wir definieren Fy

1 Tarskl [3]; HAUSDORFF [1].

Ergebn. d. Mathem. N. F. 1. 24, Kappos
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als die Gesamtheit aller abzihlbaren Teilmengen der Menge ¢ (y) und 4.,
als die Gesamtheit aller abzihlbaren Teilmengen der Menge F — F,,
fiir jedes y € I'. Dann ist F,C Fund 4,C 4,y € I'. Esseinun {5, 75, . . .}
eine abzihlbare Teilmenge von I. Es bedeute ¢, die Zahl 0 oder 1 fiir
jedesvy=1, 2,...und (—1)°4, =4, (—1)*4, =4 — A4, = 45,y I.
Wir wihlen ein yy€ I" mit y, ==y, fiir jedes v =1, 2, ... und setzen
gg=1—¢&. Es bezeichne I die Menge aller nicht negativen ganzen
Zahlen ¢, fir welche ¢; = 1 ist und J die Menge aller nicht negativen
ganzen Zahlen, fiir welche ¢; = 0ist. Dann sind I und J fremde Mengen
und beide nicht leer! und es gilt IV J ={0,1,2,...}. Fir € und
7€ J gilt stets ¢ == § und deshalb auch y, £=y,, also @(y,) —@(y,) = 0.
Wir wihlen ein Element x; ;€ ¢(y,) — @(y;) und betrachten die Mengen
C,={x;:7€J} und 6 = {C,:i€I}.

Dann ist C;€ F und é € 4 und es gelten fiir jedes 7 € I und jedes j € J:
CCo(y) C,eF,, 6{F—F, 6ed—4,,5c(—1)%4, und auBer-
dem:

i€, C Lol CO;GF — By 0L F —cfy,, éed,, e (=144,

Daraus folgt, daBl d€ N (——l)c"Ayv, d.h. N (—l)e”A.,v 0, d. h
vy =0 v=1

die Mengen 4,, y € I', sind M-c-unabhiingig. Da die Michtigkeit von A
gleich ¢ ist und die Michtigkeit von I” gleich 2°, so ist das Lemma be-
wiesen.

Wir zeigen nun

Lemma 6. Es existiert eine Familic von Teilmengen A, y €I, der
Menge E mat folgenden Eigenschaften:

1. Die Mdchtigkeit von I" ist 2°.

2. Fiir fede belicbige endliche Teilmenge {yy, y,, . . ., y} S I' und jede

n

Wahl von e,=0 oder 1, v=1, 2,...,n,istder Durchschnitt [N\ (— l)c" A

A
y=1

Q'-U-absolutinvariant.
3. Fiir jede belicbige abzihlbare Teilmenge {y,, y,, ... }C I und jede
00

Wahl von e, = Ooder 1,v =1, 2, . . ., hat der Durchschnitt [\ (—1) A,
v=1
das dufere Maf 1.
Bemerkung. Aus 3 folgt, daB /1 (—1)% A, = 0 ist, d. h. daB die
v=1

Mengen A4,, y € I', M-o-unabhiingig sind.

Beweis. X5 mit §€ A seien die Teilmengen der Menge E des Lem-
mas 4. Ferner seien 4,, y €1’, die Teilmengen der Menge A4 des Lem-
mas 5. Wir setzen:

A,,=XA7=[\ X, fir yeI. (2)

6cA7

1 Wegen ¢, = 1 — g,
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Dann hat die Familie der 4,, y € I', dic drei Eigenschaften des
Lemmas 6. In der Tat: Die Eigenschaft 1 folgt sofort aus der Eig. I des
Lemmas 5. Eigenschaft 2 folgt aus der Definition (2) der Familie 4,,
y € I', aus Eigenschaft 4 des Lemmas 4 und der Tatsache, daB die
Q'-I’-absolutinvarianten Teilmengen von E einen Korper bilden. Es bleibt
Eigenschaft 3 zu beweisen. Zuerst bemerken wir, daB aus der Eigen-
schaft 2 des Lemmas 4 folgendes folgt:

E—X,2X,—X,4=X,_, fir jede Teilmenge 4’ von 4.
Wir haben deshalb
(—1)% 4,2 X((_ 1° 4,) fir jedes y € I' und ¢ = 0 oder 1,

also
oo oo
D)4, 2N X e, =X 2 X,,,
VQI (=17 4, 2 vol ((_ D y"w) A (- nra, = .
w
wobei d, irgendein Element aus der Menge /7 (—1)*4,, ist, die nach
v=1

Eigenschaft II des Lemmas 5 nicht leer ist. Da aber X, wegen Eigen-

schaft 3 des Lemmas 4 das duBere MaB 1 hat, so ist auch das duBere
[e o]

MaB des Durchschnittes /) (—l)e"A,y gleich 1. Damit ist Lemma 6

r=1
bewiesen.
III. Schritt. Es seien A,, y €I, die Teilmengen von E mit den
Eigenschaften 1, 2 und 3 des Lemmas 6. Wir betrachten die Koérper
R, = {0, 4,, 43, E}, yeI. Wir definieren eine Quasi-W. auf jedem

K, wic folgt: p,(4,) = u,(43) =—;—, u,(0) =0, u,(E)=1, y€l', und
setzen &, = &', u,, =1, hierbei ist & bzw. I’ der o-Kérper bzw. die
mengentheoretisch g-additive Quasi-W. des ¢-W-Raumes (E, &', /'), den
wir beim ersten Schritt aus (E, &, 1) konstruiert haben. Wir beweisen
nun das '

Lemma 7. Die Korper 8,y € (I'\V {yo}) = I'*, sind o-fastunabhingig
beziiglich p,, y € I'*.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen: Fiir jede beliebige abzihlbare
Teilmenge {yy, ¥y, - . -}C I, jede Wahl von g, = 0 oder 1 und beliebiges

A, €0y, = & mit g, (4,) =V (4,) =0 gilt N (=1 A4, +9.
o v:—-—O

wobei g, =0 gesetzt ist. Wir haben N\ (=1)"4, = A, N D,
y=0

wobei D = ;% (—1)5”/1,,” gesetzt ist. Nach Lemma 6 ist I'*(D) = 1,

y=1

also D == 0. Es geniigt deshalb zu zeigen: 4, N D == 0. Angenommen
A,, N D =9, dann folgte A5 2D. Daaberpu, (4,) =0, also u,, .(Af;o) <1
istj sowirel'*(D) <1 (Widerspruch!). Lemma 7 ist also bewiesen.

7*
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Beweis des Satzes 1. Die Korper &, y € I'*, von Teilmengen der Grund-
menge E erfiillen alle Voraussetzungen des Satzes 5 (von MARCZEWSKI)
von Nr. 16.4. Ist deshalb § der kleinste Korper, der alle Kérper §,,
y € I'*, als Unterkoérper enthilt, d. h. der kleinste Korper, der alle
Teilmengen A,,, y € I', von Lemma 6 und den Kérper £’ als einen Unter-
korper enthilt, so existiert eine multiplikative g-Erweiterung x von allen
My, y € I'*, auf ®. (E, &, u) ist dann ein W-Raum. Da die Quasi-W. p
mengentheoretisch g-additiv auf § ist, so liBt sie sich eindeutig auf den

kleinsten g-Korper B § iiber § derart erweitern, daB sie mengentheore-
tisch g-additiv bleibt. Setzt man B § = &, und bezeichnet man mit / die

Erweiterung von p auf g, so ist (E, @, 1) eine g-Erweiterung des W-
Raumes (E, &', I') und deshalb auch des linearen Lebesgueschen W-Rau-

mes (E, £, 1). Der Charakter von (E, g, l) ist-offenbar 2¢, denn jedes 4,
liegt in €, es gilt /(d,) =5 und dic 4,, y € I, sind l-unabhéingig. Es
bleibt zu zeigen, daB jede @-/-invariante Transformation von E auf sich
auch eine @-/-invariante Transformation ist.

Es geniigt zu zeigen : I. Fiir jedes X € ® und jede &'-/'-invariante Trans-
formation T von E auf sich gilt: T(X) € &, T-}(X) € & und! (T (X))
= L(T1(X)) =I(X).

Denn bedeutet ' das System aller Elemente X €  mit der Eigen-
scha;ft, daB fiir jede Q'-I'-invariante Transformation T von E auf sich
T (X)€@ und (T (X)) = I(X) gilt, so ist leicht festzustellen, daB
R’ eine normale Klasse (normales System) im Sinne von SAKs
(S. Saks, Theory of the Integral, Warzawa and Lwow 1937) ist, d.h.
«) aus X, € & und X,, v =1, 2, .. ., paarweise fremd, folgt U X, e R’
und f) aus X, € & und X,2X,.,,v=1,2, ..., folgt N X, € &'. Da
auBerdem §C &’ gilt, so fillt dann &’ mit € zusammen.

Wir zeigen also I:

Jedes X € & 148t sich (vgl. Beweis des Satzes 5 Nr. 16.4) in der Form

X= \/ /\ (_ 1)51' A?’y N B(fn gy v 58}

(ey, €3, ...,en) vy =1

darstellen, wobei {y, y,, . . ., ST, e&,=0oder 1, v=1,2,...n,

B es,..oey €L ist und mit \ die Vereinigung iiber alle 2»
T i (51.3:-“--5,‘)

mog]l.chen n-Folgen (g, &, ...,¢,) firg,=0oder 1, »v=1,2,...,x,

gemeint ist. Es sei nun 7 eine Q'-I’-invariante Transformation von E

auf sich, dann ist:

TR = | E,T(/ﬂ\ (_1)%,4%)f\T(B(,_,heh___.sn,).

(er, €3,...,
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Wir setzen:
n

X' = U /\ (_1)% Ay,, N T(B(zl, e,,...,e”))-

(1,20 emp) v = 1

Man zeigt leicht, daB

TX) +XC )(T(/"\ (—1)"A,,,>+/’\<—1)‘”A,,)

(€15 €2y 000y v=1 y=1

n
gilt. Da aber [\ (—1)" 4, &'-I'-absolutinvariant ist (vgl. Lemma ),

v=1

n n
soist T ( N (—1)E”A.,y> + N (—1)%4, €& und vom /'-MaB Null,

yv=1 v=1
d. h. eine !/-Nullmenge, dann ist aber
T(X) + X'C2C R, und es gilt I'(T(X) + X’) = 0.
Da aber offensichtlich X'€ ftist, soist T (X)€ R und es giltz (T (X)) - Z(X’)

= [(X). Analog zeigt man, daB T-1(X) € & und daB Z(T—l (X)) =I(X)
gilt. Damit ist I bewiesen, als auch der Satz 1.

Kapitel VII?

18. Topologische bzw. kompakte W-Riume

18.1. Es sei E ein topologischer HausporFF-Raum und (E, &, v)
ein o-W-Raum. Man bezeichnet (E, &, v) als einen topologischen W-
Raum, wenn gilt:

«) fiir jedes X € § und beliebiges & > 0 existiert einc kompakte Menge
K, € mit K,CX und v(K,) >v(X) —e.

Ist der HausporFF-Raum E kompakt bzw. lokal kompakt, so heilt
(E, §,v) ein kompakter bzw.lokal kompakter topologischer W-Raum. Ent-
hilt der ¢-Kérper § den o-Korper @ aller beziiglich der HAUSDORFF-
Topologic in E Borelschen Mengen als einen Unterkérper, so heilit
(E, 8, v) ein striki-topologischer W-Raum.

18.2. Beispiele. 1. Der lineare Lebesguesche W-Raum (E, &, 1) (vgl.
Nr. 10.4) ist cin lokal kompakter strikt-topologischer W-Raum.

2. Es sci (§, @) ein W-Feld und (2, &, v) die Stonesche Darstellung
von (§, @) als ein W-Raum betrachtet. Es bedeute (2, B &, v) bzw.
(2, L R, v) die Borelsche bzw. Lebesguesche ¢-Erweiterung von (2, &, v);
0 als eine offene Basis in £2 betrachtet, macht bekanntlich £ zu einem

1 In diesem Kapitel werden die Operationen v bzw. n mengentheoretisch
verstanden, sofern man mit Mengen operiert.



102 VII.18. Topologische bzw. kompakte W-Riume

kompakten topologischen HAUSDORFF-Raum. Der g-W-Raum (22, B §, v)
bzw. (2, L &, v) ist dann ein kompakter strikt-topologischer W-Raum.

3. Es sei 2 ein lokal kompakter topologischer HAUSDORFF-Raum
und ® der g-Kérper aller u-meBbaren Teilmengen von £ beziiglich
eines Radonschen MaBes g = 0 mit Gesamtmasse 1; dann ist (2, &, u)
cin lokal kompakter strikt-topologischer W-Raum.

18.3. Wir fithren die Kompaktheit eines W-Raumes unabhingig
von einer Topologie ein (vgl. MARCZEWSKI [5]). Es sei E eineGrundmenge.
Man bezeichnet ein System & von Teilmengen der Menge E als ein
Kompaktasystem in E, wenn gilt:

(k) Endliche Durchschnittseigenschaft: Fiir jede Folge S,€ €, v =1,2,...,
n oo
mit N S, fir n=1,2,... ist auch N S, &= 0.

v=1 v=1

Man beweist leicht:

I. Ist das System & ein N-System, d. h. gilt " = &, so ist Sdann
und nur dann ein Kompaktasystem in E, wenn jede absteigende Folge
von nicht leeren Mengen S,€ & einen nicht leeren Durchschnitt hat.

II. Jedes Untersystem von jedem Kompaktasystem ist auch ein
Kompaktasystem.

18.4. Beispiele. 1. Ein topologischer Raum (HAusDORFF-Raum oder
nicht) ist bekanntlich dann und nur dann kompakt, wenn das System
aller abgeschlossenen Punktmengen in E die Eigenschaft (k) besitzt. In
einem kompakten topologischen Raum existiert also stets ein Kompakta-

system von Teilmengen, ndmlich das System 9 der abgeschlossenen
Mengen.

2. In jedem beliebigen topologischen Raum E bildet offenbar das
System aller kompakten Teilmengen von E ein Kompaktasystem.

3. Ist B ein Boolering, £ der Stonesche Darstellungsraum und §
der Korper von Teilmengen der Menge £, der B darstellt, so ist & ein
Kompaktasystem in £.

4, Essei E={1,2,.. .}, d. h. die Menge der natiirlichen Zahlen,
dann bildet das System aller endlichen Teilmengen von E ein Kompakta-
system in E.

18.5. Es gilt der:

Satz 1. Ist S ein Kompaktasystem in E, so ist auch S° bzw. SV ein
Kompaktasystem in E.

[ee]
Bewers. 1. &° ist ein Kompaktasystem. Es sei [\ S, Si,.€S,
v=1
k=1,2,...und v=1,2,... Es sei ferner vorausgesetzt:

n

oo
8, == M Sp.E0firn=12,...

k=1y=1
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oo oo o
Dann haben wir: S= N\ N St.=/"N\ /N Sk, Fir jedes
k=1v=1 e=2rv+k=¢
m
m = 2, 3, ...existiert aber stets ein » derart, daBS, < N\ /\ S,

. =2 v+ k=
gilt. Daraus aber und wegen der Voraussetzung, daB & ein Kompgkta-
svstem ist, folgt, daB S == ¢ ist, d. h. ©&?¢ ist ein Kompaktasystem in E.

2. GV ist ein Kompaktasystem. Es sei S, = \nj Senk=1,2,...,

v=1
mit S;, € €. Es sei vorausgesetzt:
m ny '
N U Se,yF0firm=1,2,... (1)
k=1v=1
Es wird gezeigt, daB gilt:
©  n
S=N Sty F 0. (2)
k=1v=1

Wir bemerken: Entwickelt man (1) distributiv, so entsteht eine Vereini-
gung von Durchschnitten der Form

Sl,(’x /\ 52,01 /\ tte /\ Sm,gm;

mindestens einer von diesen Durchschnitten ist dann wegen (1) nicht

leer. Fiir jedesm=1,2,... existiert deshalb stets eine endliche Folge
von natiirlichen Zahlen gy, @s, - - -, 0, derart, daB
Sl,al N Sﬁ,a, Mweafy Sm,gm :%: 0 (3)

ist. Es bezeichne P dic Gesamtheit aller endlichen Folgen {01,092, - 0m}
von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft (3). Dann gilt offenbar:

I. Wenn {0, 0, - - - @m} € P, dann g; S, fiir §=1,2,...,m
II. Fiir jedes m =1, 2, ... existiert ein {01, 00, - -, O} € P.

III. Ist {oy, Qo - - - Om + 1} € P, so auch {o, 90,, ..., 0,} € P

Daraus folgt aber die Existenz einer unendlichen Folge von natiir-
lichen Zahlen {gy, @y, - - } mit {o;, 0a, - - -, 0} € P fiir jedes m = 1, 2, ...
derart, daB (8) fir jedes m =1, 2, ... gilt. Da aber & ein Kompakta-
system ist, so folgt aus der Giiltigkeit von (3) fiir jedes m =1,2, ...
auch die Giiltigkeit von:

[oo]

/-\ Sm,gm + 0. (4)

m=1

Durch distributive Entwicklung aber von (2) entsteht eine Vereinigung
von Durchschnitten, die den Durchschnitt (4) als ein Glied enthilt;
S ist deshalb == @. Damit ist aber Behauptung 2 bewiesen.
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19. Approximation beziiglich einer Quasi-Wahrschein-
lichkeit, Kompaktheit einer Quasi-Wahrscheinlichkeit

19.1. Es sei E eine Grundmenge und & ein Korper von Teilmengen der
Grundmenge E, der auch E enthilt. Auf § sei eine Quasi-W. u definiert,
die nicht mengentheoretisch ¢-additiv zu sein braucht. Wir sagen:
Ein System & von Teilmengen der Grundmenge E approximiert §t
beziiglich u, wenn gilt:

B) Fiir jedes X € & und beliebiges ¢ > 0 existiert ein S, € & und ein
Y, e & derart, daB Y, C S, C X und pu(X —Y,) <e ist.

Bemerkung. Ist @ §, so approximiert @ den Koérper § beziiglich
;¢ (offenbar) dann und nur dann, wenn gilt:

y) fir jedes X € & und beliebiges & > 0 existiert ein S,€ & mit
S.CX und u(X — 8, <e.

Beispiele. 1. Ist (E, &, v) ein topologischer W-Raum, so approxi-
miert das System & aller kompakten Mengen in E den Korper §t be-
ziiglich v.

2. Es sei §t der Korper, den alle halboffenen Intervalle [«, f)
mit 0 < & << = 1 erzeugen, und p das lineare MaB auf §. Es sei ferner
© das System aller abgeschlossenen Teilmengen der Zahlengerade, dic
Teilmengen des Intervalls [0, 1) sind. Dann approximiert € den Kérper
f beziiglich u.

19.2. Wir beweisen jetzt den

Satz1. Es sei (E, §t, n) ein W-Raum und (E, %, v) die o-Erwei-
terung von (E, §, u) wobet t* der kleinste o-Korper sei, der & als Unter-
korper enthdlt; (E, t*, v) sei also die sogenannte Borelsche Evweiterung von
(E, R, n). Es sei ferner & ein System von Teilmengen von E, das R
beziiglich p approximiert. Dann approximiert das System &° auch den
a-Korper S* beziiglich v.

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir das folgende, aus der klassi-
schen MaBtheorie bekannte Lemma:

Lemma 1. Die Borelsche Evweiterung (E, R*, v) von (E, , u) (vgl.
Voraussetzung des Satzes 1) ist eindeutig bestimmt und es gilt fiir jedes
Xcq*:

[ee] e o]
I. v (X) = inf _;‘_"llu(X,) fiir alle Uberdeckungen X C \ ) X, wmit

y=1
X, e, v=12 ...

II. v(X) = inf o(K)= sup  w(H).
_ E2X,Ec’ HC X, Hefd
Beweis des Satzes. Fir jedes X € * und beliebiges & > 0 existiert

wegen Lemma 1 I1. ein H, € §°mit H,C X und (X — H,) < % Es ist

o0}
aber H, = /N X, mit X, € §. Zu jedem X, existiert nach Voraussetzung

v=1
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VIL19. Appro’_\—l;l?lri}é:_j;_l_,:_:—_r_ == "
o y, €@ derart, daB Y,,CS,,CX, und

bt ©
ir setzen: Ye = [\ Ye,,,bZ“'. Sa — /-\ Se,v

y=1 v=1]

(H, — Y) < % Alsoist Y, C S,C X und

ein S, ¢ @& und ein
€ gilt. W
e gilt.

2" T

‘U,(X,, — Yc’,,) <

dann ist ¥,CS,CH. S X it
P Da aber S.€ &° und Y, € {* ist, so ist
WX —Y)<g+7 =%
Satgl et ., 1€L Korper von Teilmengen einer Grundmenge
. Eat(:): .(2{ Es ;Li;e’ﬂ 'k;’oiilsml Korper, der {lllc 8, 1 €1, als Unterkirper
c);tlz ';t Zem' trncr Y2 eine Q““Si'w' auf . ES seien ©, $€ 1, Systeme
von “Te.ilmse:;;nfedcr Grundmenge E derart, daff jedes System @;\d‘:" Kor-
' sagert. Es set ferner © =( &.\"V. Dan
per R, beziiglich approximicr m\'/r nn
3 o © den Korper S beziiglich p.
e gmwfzerlt‘"da-s cigezsixi- ¢ § existiert nach Lemma 1 Nr. 16 eine endliche
Teilrrfeur}gj {iuri]e ;1 C I mit HE Wbty d. h. es ist:
s 1> 2 * ® oy ) =
m n
X — U /\ ‘\ﬁv'
j=1r=1
ung existiert zu b

\\'Obei inva ﬁyl‘v’ W= 1: 2; cey N

eliebigem & >0 und jedem Paar
Nach Voraussetz n, cin S, €8, und Y, ;. €9y

G)i=12.,.,069= 1 By o
derart, daB:

o £ 5
Yc,i.f;»g Se,i, iyg ‘YJ', iy und p (Aj' iy Y"j' iv) < mn 8k

Daraus folgt dann:
n

n
[l\ ),e, 7, iy g v[r—\l Sc, 1t g '/\ ‘\7'. i

y=1
und
n nY & 5 \H/(X.._YE,_) <f_
‘u(/—\lXj'i"—y/:\'l ahic) = F gl * T ® i m

Setzt man nun:
n m n

m
— Sr'g‘ﬁ Ycz U /\ YE,',TV;
St—iyuol h T R
so ist:
Y.cS,CX, Y.€N, S, €S und u(X —Y,) <e.

Damit ist Satz 2 bewiesen.
19.3. Es sei § ein Korper von Teilmengen einer Grundmenge E und
p eine Quasi-W. auf & Existiert ein Kompaktasystem & in E, das den

Kérper § beziiglich p approximiert, so bezeichnet man die Quasi-W. u

als kompakt.



106 VII.19. Approximation bez. einer Quasi-Wahrscheinlichkeit

Satz 3. Wenn Q ein Kiorper von Teilmengen einer Grundmenge E 1ist,
der E enthdilt, und u eine kompakte Quasi-W. auf § bedeutet, dann ist p
mengentheoretisch o-additiv auf &, d. h. (E, ®, u) ein W-Raum.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Kompaktasystem & in E,
das den Kérper § beziiglich g approximiert. Es sei nun eine absteigende
Folge X,€R,v=1,2,...,mitu(X,) >¢&>0gegeben. Dann existieren 5,€ &
und Y, € § mit ¥,C S,C X, und (X, — Y,) <§;, »=1,2, ... Daraus
folgt:

”(Xn_ /n\ Yv)zl"(/-j\le_ /”\ Yv)é.u’((l/ (Xv_' va)) <8»

vy =1 v=1

n

© (X,) —,u(/\ Yv> <eg, also u(X,) <e +,u<[1:\ Y,,) ,

v =1

und weil px(X,) > e ist, so ist:

n n
,u([\ Y,,>>0, also N\ Y, =0 firn=1,9, ...

y=1

n
Da aber N\ Y,C SSCN X, n=1,2,..., gilt, so ist auch
yv=1 =

e
I
-
-
i
-

n
N S,==0 fir n=1,2,... Es ist aber & ein Kompaktasystem, also

v=1

[e o] (o o]
M S, =0 und deshalb auch /\ X, #¢. Die Quasi-W. g ist also

yv=1 yv=1
mengentheoretisch stetig, was gleichwertig mit der mengentheoretischen
o-Additivitit von pu ist.

19.4. Beispiele. 1. Es sei (E, &, v) ein topologischer W-Raum (siche
Nr. 18.1). Dann ist die Quasi-W. v kompakt; denn das System & aller
kompakten Mengen des Raumes, die zu § gehéren, bildet ein Kompakta-
system, das den Korper § beziiglich v approximiert.

2. Es sei (E, &, ) cin ¢-W-Raum. Eine Menge X € § heiBt ein
Atom beziiglich pu, wenn 1. (X) > 0 und 2. fiir jedes Y€ & mit YC X
entweder u(Y) = p(X) oder u(X) = 0 gilt.

Ist E darstellbar in der Form E = \/ 4,, wobei A, paarweise

tel
fremde Atome beziiglich u sind, so heiBt der ¢-W-Raum (E, &, u) ato-
mar. Man zeigt leicht, daB (E, &, #) dann und nur dann atomar ist,
wenn der ¢-Boolering der Restklassen § modulo R, wobei R das o-
Ideal der u-Nullmengen bedeutet, isomorph zu einem atomaren o-
Boolering ist, der héchstens abzihlbar viele Atome besitzt. In einem
atomaren ¢-W-Raum (E, R, p) ist die Quasi-W. u stets kompakt. Denn
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bedeutet
E=\J 4,
iel

eine Zerlegung von E in paarweise fremde Atome A; beziiglich g, so
bildet die Gesamtheit aller Mengen von der Form A; \J 4; \J---
V4; —N, wobei {73, 7, . - -, %} eine beliebige endliche Teilmenge von I
und N eine p-Nullmenge bedeutet, ein Kompaktasystem in E, das den
Kérper § beziiglich x approximiert.

19.5. Aus Lemma 1, Satz 3 und Nr. 18.3, I und II folgt:

Satz 4. Wenn S ein Korper wvon Teilmengen einer Grundmenge E
ist, der E als Element enthdlt, und u eine kompakte Quasi-W. auf §t bedeutet,
so ist (E, {, p) ein W-Raum und besiizt einc cindeutig bestimmte kleinste
o-Erweiterung (E, B &, ). Die Quasi-W. u ist auch kompakt auf B .

Wir beweisen jetzt:

Satz 5. Ist (E, &, p) ein o-W-Raum und S ein System von Teil-
mengen der Grundmenge E, das den o-Korper S beziiglich p approximiert,
dann approximiert auch das System S* = &° N & den Korper { beziig-
lich p.

Beweis. Es sei Xy € & und ein beliebiges & > 0 vorgegeben; dann
existiert ein S;€ © und ein X; € & mit X;C 5,C X, und u(X, —Xj)

< ; Zu X, € § existiert nun S, € & und X, € & mit X,C S,C X,
und p(X; —X,) < ,i Durch vollstindige Induktion zeigt man dann

die Existenz einer Folge:
X02512X12522-..ng;Sv_!_lQX,'Jl_lQ... (1)

1,2,... Wir

I

i €
mit Svegi ‘YVGS{ und /"(Al'_Xv+1)<2T_?1, v

setzen Sy = ;.\ S, dann ist S;€ @ Wegen (1) ist auBerdem
y=1
oo
So = ;% S, = N X,, also S€eN, d.h. S;€ &N { = &* und es

v =1 v=1

gilt (X, —S,) <& Damit ist Satz d bewiesen.

Aus Satz 1 und Lemma 1 folgt:

Satz 6. Ist (E, 8, p) ein o-W-Raum mit u kompakt auf §, so existiert
stets cin Kompaktasystem € in E, das ein Teilsystem von § ist und den
Kérper § beziiglich p approximiert.

Bemerkungen. 1. Ist § ein Koérper von Teilmengen der Grundmenge
E und p eine kompakte Quasi-W. auf & und setzt man nicht voraus,
daB § cin o-Korper ist, soist noch nicht bekannt, ob dann ein Kompakta-
system & in E existiert, das ein Teilsystem von § ist. .

9. Ist die Quasi-W. p eines W-Raumes (E, §&, ) kompakt, so ist die
Quasi-W. u des W-Raumes (E, B &, p) auch kompakt (vgl. Sa}tz 4).
Dagegen kann man aus der Kompaktheit der Quasi-W. u auf der kleinsten
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o-Erweiterung B & nicht stets auf die Kompaktheit der Quasi-W. g auf &
schlieBen, wie E. MarczewskI und C. RYLL-NARDZEWSKI [2] (vgl. ins-
besondere S. 170) in einem Beispiel gezeigt haben.

Es gilt aber folgender

Satz 7. Es sei (E, &, v) etn o-W-Raum und (E, L R, v) die Lebesgue-
sche Erweiterung (die sogenannte Komplettierung oder Vervollstindigung)
von (E, ®, v) (vgl. Nr. 10.1). Dann gilt: Die Quasi-W. v ist dann und
nuy dann kompakt auf R, wenn sic kompakt auf L § 1st.

Beweis. Es ist klar, daB die Kompaktheit der Quasi-W. v auf &
ihre Kompaktheit auf L § zur Folge hat. Es bleibt also die Umkehrung
zu beweisen. Es sei v kompakt auf L § und es bedeute & ein Kompakta-
system, das L § beziiglich » approximiert. Man kann annehmen, daB
& d-abgeschlossen und in L & enthalten ist, d. h. daB & = &°C L &
gilt. Es geniigt jetzt zu zeigen, daB das System & N § den o-Kérper &
beziiglich v approximiert. In der Tat existiert fiir jedes X € & und
jede reelle Zahl & > 0 eine Folge P,€ € und X, € & derart, daB P, C

X, CPCX und v(X,—X, ., < »+1r ?=12,.., gilt. Wir setzen
[¢.] (o 0]
N P,=P;danngilt PEG, P=XN N X, also P¢c §,d.h. Pe &
vo=1 y=1

N f und v(X — P) <, also: &\ & approximiert § beziiglich v.
Satz 7 ist damit bewiesen.

20. Kompaktheit und Unabhiingigkeit

20.1. Es sci &;, i€ I, eine Familie, wobei jedes &; ein System von
Teilmengen einer Grundmenge E ist. Wir bezeichnen die Systeme G,,.
1€ 1, als M-o-pseudounabhingig in E, wenn gilt:

() : Fir jede abzihlbare, nicht leere Teilmenge J C I und jede Menge
S;€€;, S;£0,7c], ist ./\JS,» =+ 0.
€
Ist jedes &, ein l<omp1e7mentﬁres System, z. B. ein Kérper, d.h.
i1st mit S; € &, auch stets S¢€ €, fiir jedes 7€ I, so fallen die Begriffe-
Unabhingigkeit und Pseudounabhiingigkeit zusammen.
Wir zeigen nun den

Satz 1. Die Systeme S,, 1€ 1, seien M -o-pseudounabhingig in E;
ferner gelte fiir jedes i ¢ I: & =8,dh.§,se abgeschlossen fiir abzihl-

bare Durchschnitte. Auferdem sei jedes &, ein Kompaktasystem in E.
Dann gilt:

L. Das System & =\ G, ist ein Kompaktasystem in E.
iel
IL. Das System @YN ist ebenfalls ein Kompaktasystem in E

~.
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. ”n
Beweis. Gegebenseien SW€ S,y =1,2,...,mit /\ SO F=0,n=1,2,...

l=v
oo
Wir setzen S = /" S®; dann kann S folgendermaBen dargestellt wer-

v=1
den:S=Q,Q, -, wobeiQ, =S5, ; NS, ; N---mit§, ; € €, ,k=12...,
v=1,2,... und {#, 4, ...} CI. Da jedes &; ein Kompaktasystem
n
in E ist und auBerdem N\ S® =0, n=1,2, ..., ist, so ist jedes
r=1

Q,+0,v=12,..., auBerdem gilt Q,€ &;, weil &; dJ-abgeschlossen
ist. Die Systeme &,, 7 € I, sind aber J/-g-pseudounabhingig vorausgesetzt,

oo
also ist /\ Q, == 0. Daraus folgt S50, d.h. daB & ein Kompakta-
v=1

system ist. Hiermit ist die Behauptung I bewiesen. Die Behauptung II
folgt nun aus Satz 1 von Nr. 18.5.

Aus Satz 1 dieser Nr. und aus Satz 2 von Nr. 19.1 folgt der

Satz 2. Es seien R, 1 € I, Korper von Teilmengen der Grundmenge E.
Es bedeute S den kleinsten Korper, der alle &;, ¢ € I, als Unterkorper ent-
hilt. Auf Q sei eine Quasi-W. p definiert. Es sei ferner vorausgesetzt,
dap eine Familic von Systemen S;,1 € I, von Teilmengen der Grundmenge E
existiert, derart dap jedes &, cin 0-abgeschlossenes Kompaktasystem ist, das
den Korper R; beziiglich w approximiert. Auferdem scien die Systeme
€, 1€l, M -ov-;bseudozmablziin,gig. Dann ist die Quasi-W. u kompakt auf
S, und zwar approximiert das (siehe Satz 1) Kompaktasystem (\/I @i)r\u

1€

den Korper { beziiglich p.

Es gilt ferner der

Satz 3. Es scien 8;, i € I, M-o-unabhingige o-Korper von Tetlmengen
der Grundmenge E. Es bedeute U den kleinsten Korper, der alle §;, 1 €1,
als Unterkorper enthilt. Es sei ferner auf & eine Quasi-W. p definiert und
fiir jedes i€ 1 sei p als Quasi-. auf §; betrachtet kompakt. Dann ist u
auch auf & kompakt.

Beweis. Aus den Sitzen d und 6 von Nr. 19.5 folgt: Tiir jedes 2 € [
existiert ein g-abgeschlossencs Kompaktasystem &; mit &,C &, das
den Korper §; beziiglich u approximiert. Da aber die Kérper &,
i € I, M-g-unabhiingig sind, so sind auch die Systeme &,;, i € I, M-o-
pseudounabhiingig. Wendet man nun den Satz 2 dieser Nr. an, so folgt,
daB u kompakt auf § ist. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Bemerkung. Nach Satz 4 von Nr. 19.5 existiert eine eindeutig
bestimmte o-Erweiterung (E, B &, ) des W-Raumes (E, &, u) vom
Satz 3 und die Quasi-W. g ist auch auf B & kompakt.

90.2. Wir beweisen nun folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung
eines Satzes von KOLMOGOROFF (vgl. KormoGororF [1] S. 27, auch
Harmos [1] S. 212 Theorem A) ist.
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Satz 4. Es seien §,, 1 € I, M-c-unabhingige o-Korper von Teilmengen
ciner Grundmenge E. Fiir jede endliche Teilmenge {iy, 1y, ..., 1,3C I
bedeute SBixi:"‘in den kleinsten a-Korper, der die Korper St\fv; ==t 1 B v B
als Unterkorper enthilt. Es set B = \J By,;,...;, wobei dic Vereinigung

iiber alle endlichen Teilmengen {iy, 1y, . . ., 1,} C Ingebilded ist. Es set ferner
auf B eine Quasi-W. w derart definiert, daf sie, als eine Funktion auf
Bii,...i, fiir jedes {iy, 1p, ..., 1,} S I betrachtet, eine mengentheoretisch
o-additive Quasi-W. ist, d. h.: Jeder (E, By ;,...; , p) set ein o-W-Rawm.
Ferner sei wvorausgesetzt, daf u kompakt auf §; fiir jedes i€ 1
ist. Dann ist p auch auf B kompakt, d. h. (E, B, p) ein W-Rawm mit einer

kompakten Quasi-W. p auf B.

Beweis. Da p kompakt auf dem o-Koérper R, ist, so existiert nach Satz
6 Nr. 19.5 ein Kompaktasystem &, mit &,C §,, das den Korper &, be-

ztiglich g fir jedes 7 € I approximiert. Nach Satz 1 dieser Nr. und den
n

un
Sdtzen 1 und 2 von Nr. 19.1 ist dann @ili:,,,,-"=(‘v’ @iv) ein

p=1
Kompaktasystem, das den Korper B,s,...1, bezliglich p fiir jedes
{#, 75, ..., 1,} I approximiert und (siche auch Satz 1 von Nr. 18.5)
S = ( \ @,-)nu" ist ein Kompaktasystem, das den Kérper ¥ beziiglich
tel
w approximiert. Die Quasi-W. u ist also kompakt auf 9, d. h. (E, B, p)
ein W-Raum mit kompakter Quasi-W. u auf 9.

21. Kompaktheit und eartesische Produkte

21.1. Es seien (E;, &;, ;), 1 € I, o-W-Ridume. Es bedeute E = P E,
den Produktraum, dessen Komponenten die Riume E »1€I, sindte(irgl.
Nr. 12). Es sei ferner §* = PI §t; der Produktkérper mit den Komponen-

1€
ten &, 7 € I, d. h. der kleinste Kérper von Teilmengen der Grundmenge
E, der die Gesamtheit 9%t aller Rechtecke R (Ag, Ago o v 0, Ag) mit
TR A N A €8, v=1,2,...,k als cin Untersystem ent-
hélt. Betrachtet man nun fiir ein festes 7€ I die Gesamtheit ¥ aller
Rechtecke R(4,) mit nur einer Seite A, fiir alle 4,€ §,, so ist §F
ein g-Korper von Teilmengen der Grundmenge E, und zwar ein Unter-
korper von §t*. Die Abbildung 4, - R (4 ;) ist ein Isomorphismus von
ft;auf §F, d. h. @7 ist eine isomorphe Einbettung von §t;in §t*. Definiert
man g (R(4,)) = p,(4,) fiir jedes A, € &,, so ist (E, RF, u¥) ein ¢-W-
Raum, wobei das Quasi-W-Feld (§F, u¥) isometrisch zum Quasi-W-
Feld (8, u,), 1 € I, ist. Die Korper §t¥, 7 € I, sind offenbar M-g-unabhén-
gigin E. Auf §* kann man in bekannter Weise einc Produktquasi-W.
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definieren, die folgende Eigenschaften besitzt:

L 7 (R(4,) = pf (R(4,)) = p;(d;) fir jedes A,€ §; und t€ 1.

2. -’C(R(Ai,y - Aik)) = uj; (R (Ai,)) 1, (R (Ai,))"'#?; (R (Ai,)) =

i, (Ag) s, LAy ) v ﬂik(Aik)

fir jedes Rechteck R(d;, 4;,... 4;) mit {4, ..., 43 CI. Die
Quasi-W. z ist bekanntlich mengentheoretisch ¢-additiv, also (E, §t*, 7)
ein W-Raum und die Kérper &7, 7 € I, sind stochastisch unabhingig
beziiglich & (d. h. m-unabhingig).

21.2. Auf §t* sind auch andere Quasi-Wahrscheinlichkeiten definier-
bar, welche nur die Eigenschaft 1 erfiillen. Eine solche Quasi-W. a2’
auf §t*, die nur die Eigenschaft 1 erfiillt, bezeichnet man als eine ge-
meinsame Erweiterung der Quasi-Wahrscheinlichkeiten uf von &F, 7€ 1,
auf @*. Es entstcht nun die Frage, ob eine beliebige gemeinsame Er-
weiterung =" der Quasi-Wahrscheinlichkeiten u¥ von §F,€4 1, auf $t*
stets mengentheoretisch ¢-additiv ist, d. h. ob (E, &*, '), wobei &’ die
Eigenschaft 1 erfillt, stets ein W-Raum ist. Aus Satz 3 von Nr. 20
folgt nun, daB die Quasi-W. z’ kompakt ist, falls jede Quasi-W. uf* als
kompakt auf §, € I, vorausgesetzt wird, d. h. die Kompaktheit der
Quasi-W. pf auf §F fir jedes ¢ € I ist eine hinreichende Bedingung
dafiir, daB (E, &*, ') {iir jede Quasi-W. z’ auf {*, die cine gemein-
same Erweiterung der Quasi-W.en uf von §F, i € I, auf §t* ist, ein W-
Raum ist, und zwar ist dann z’ kompakt auf §*. E. SPARRE-ANDERSEN
und B. JEssEN [1] (vgl. auch Harmos [1] S. 214 und E. MARCZEWSKI
und C. RYLL-NARDZEWSKI [1]) haben gezeigt, daB ecine gemeinsame
Erweiterung z’ der Quasi-Wahrscheinlichkeiten x von QF, i € , auf &*
im allgemeinen nicht mengentheoretisch g-additiv ist.

Aus Satz 4 von Nr. 20 folgt der Kolmogoroffsche Satz in abstrakter
Form!, nimlich:

Satz 1. Es seien (E; &, w,), ¢ € I, -W-Riume. Es sei ferner §* =

P §&; der Produkthirper von allen R, i€I, und (XF, pf) das zu
z(esfli, w;) tsometrische Quasi-W-Feld fiir jedes i€ I, wie es in Nr.21.1
definiert wurde. Es bezeichne ferner By;,...;, den kleinsten o-Korper,
der die Korper §5, QF, . . ., 8F als Unterkorper enthilt, fiir jede endliche
Teilmenge {iy,dg,.., i} ST, undesseiB= \J  Bys...;, d.h. B={*
.. i) G 1

Es set ferner auf B eine beliebige Quaéi-W : vLZZZra)'t definiert, daf v als
Quasi-W. auf Bi,...q. fiir jedes {6, 99, . . ., 4} C T betrachtet mengen-
theoretisch c-additiv ist. Es gelte insbesondere v (R(4) = wi (R (4)) =

g

1 KoLMOGOROFF hat den Satz fir §; = 8 = dem ¢-Kérper aller Borel-
schen Teilmengen der Zahlengerade und g; = einer beliebigen mengentheo-
retisch g-additiven Quasi-W. auf ®; = B, ¢ ¢ I, bewiesen. In diesem spe-
siellen Fall sind die Quasi-Wahrscheinlichkeiten p; kompakt auf &, 7 € I.
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i (4,) fir jedes A, € R,;, i€ 1. Dann ist die Quasi-W. v kompakt auf
K* =B, d. h. (E, B,v) ein W-Raum mit kompakter Quast-W. v auf
B = q*.

Bemerkung. Falls I = {1, 2} ist, gilt der obige Satz unter der
Voraussetzung, daB (£}, §t;, &) ein o-W-Raum mit kompakter Quasi-W.
und (E,, 8, u,) ein beliebiger o-W-Raum ist (vgl. MARCZEWSKIund RyLL-
NARDZEWSKI [1]). Als Folgerung haben wir dann: Beim Satz 1 kann die
Voraussetzung der Kompaktheit der Quasi-W. fiir einen festen Index
15 € I wegfallen.

22. Quasi-Kompaktheit der W-Riume

22.1. Die Quasi-Kompaktheit ist neben der Kompaktheit eine wich-
tige Eigenschaft der W-Rdume. Sie ist gleichwertig mit der sogenannten
Perfektheit der W-Riume, die man in vielen Problemen der mengen-
theoretischen W-Theorie fiir den zugrunde gelegten W-Raum voraus-
setzt (vgl. das Buch von GNEDENKO und KoLMOGOROFF [1]). Der
Begriff der Quasi-Kompaktheit wurde von C. RYLL-NARDZEWSKI [1]
als eine Verallgemeinerung des Marczewskischen Begriffes der Kompakt-
heit eingefithrt und mit dem Begriff der Perfektheit verglichen.

Ein o-W-Raum (E, §,v) heiBt quasi-kompakt, wenn jede Folge

g.e8t, »=1,2,..., die folgende Eigenschaft besitzt:
(Q): Zu jeder reellen Zahl & >0 existiert ein Q,€ & derart, daf3
v(Qg) > 1 —¢ ist und die Folge QN Q,, v =1, 2, .. ., ein Kompakta-

system in § bildet.

Es gilt dann der

Satz 1. Ist die Quasi-W. v eines o-W-Raumes (E, &, v) kompakt auf
S, so ist der o-W-Raum (E, &, v) quasi-kompakt.

Beweis. Aus der Kompaktheit von » auf § folgt gemilB Satz 6
Nr 19.4 die Existenz eines Kompaktasystems & mit &< &, welches
den g-Kérper § beziiglich v approximiert. Es sei nun 0, ent,y=12,...,
dann existieren zwei Folgen P,€ &, R,€ &, v =1, 2, ..., mit P,C0,,

RCE—Q,=¢ und v(Q,—P) <z, v(Q—R) <, . Wi
(o]

setzen Qy = /N (P, YV R,), dann ist offenbar v(Q,) > 1 —e& und weil

v=1

Qo= P,Qc@VY% v=1,2,..., gilt und @Y% gemiB Satz 1 Nr. 18.5

ein Kompaktasystem in & ist, soist Q,Q,, v, =1, 2, .. ., als Teilsystem

von @Y% auch ein Kompaktasystem in ®. Satz 1 ist damit bewiesen.
22.2. Es seien (L, §, ) und (2, M, p) 0-W-Riume. Eine Abbildung

h von E auf 2 wird als ein Homomorphismus von (E, §, v) auf (2, M, w)

bezeichnet, falls 2-1(9R) = & und v (A1(X)) = p(X) fiir jedes X € M
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gilt; 2 wird als ein Fasthomomorphismus von (E, &, v) auf (2, M, u)
bezeichnet, wenn Nullmengen M € M und N £ § existieren derart, daB
71 (M) = N gilt und auBerdem die Restriktion von %z auf N°=FE — N
ein Homomorphismus von (N¢, & — {N}, v) auf (M¢, M — {M}, p) ist.

Ist die Abbildung &, die den Homomorphismus bzw. Fasthomo-
morphismus erzeugt, eine eineindeutige Abbildung von E auf 2, so wird A
als ein Isomorphismus bzw. Fastisomorphismus von (E, ®,v) auf (Q, M, )
bezeichnet.

Man beweist leicht:

Satz 2. Existiert ein Fasthomomorphismus I vom o-W-Raum (E, &, v)
auf den o-W-Raum (2, M, p), so folgt aus der Kompaktheit von p auf M
die Kompaktheit von v auf ® und aus der Quasi-Kompaktheit von (Q, M, p)
die Quasi-Kompaktheit von (E, &, v).

22.3. Es sei (E, &, v) ein 0-W-Raum. Eine reellwertige Funktion f,
die auf E definiert ist, heiBt v-mefbar, wenn gilt:

(m): Fiir jede offene Menge U der Zahlengeraden R gilt /~1(U) € .
Es bedeute § die Gesamtheit aller v-meBbaren Funktionen. Dann ent-

spricht jeder Funktion f € {§ ein g-Kérper &, von Teilmengen der Zahlen-
geraden R, der folgendermaBen definiert wird:

R = {X < R; (X € ).

Die Funktion v,(X) = v(f~2(X)) fiir jedes X € ®, definiert dann eine
mengentheoretisch g-additive Quasi-W. v, auf §,, die man als Vertei-
lungsfunktion von f bezeichnet. (R, {, v,) ist ein ¢-W-Raum fiir jedes
f€ . Da Q (offenbar) alle offencn Mengen der Zahlengerade R enthilt,
so ist der g-Korper 9B aller Borelschen Mengen der Zahlengeraden ein
o-Unterkorper von §&, fir jedes /€ §. Wir konnen deshalb (R, B, v,)
als einen o-W-Raum fiir jedes f € §§ betrachten. Wenn der ¢-W-Raum
(E, 8, v) komplett ist, so ist auch der o-W-Raum (R, &,, v,) komplett
fiir jedes f€ §. Nach GNEDENKO und KoLMOGOROFF [1] wird ein o-W-
Raum (E, &, v) als perfekt bezeichnet, wenn gilt:

(p): fir jedes f€ § und jedes X € &, gilt

(X) 5= 0 (X)) = inf o(B).
Be3
Man zeigt leicht:
Satz 3. Ein kompletter o-W-Raum (E, &, v) ist dann und nur dann
perfekt, wenn fitr jede f € § die Komplettierung des g-W-Raumes (R, B, v,)
mit (R, 8, v,) zusammenfallt.

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 4. Es sei (E, ®,v) ein o-W-Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

Ergebn. d, Mathem. N. F. H. 24, Kappos 8
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x) (E, &, v) ist quasi-kompakt.

B) Fiir jedes f € ¥ existiert ein Q€ & derart, daf v(Q) =1 und f(Q)€ DB
ist.

v) Besitzt ein beliebiger o-Unterkorper t' von & eine abzihlbare Basis,
d. h. ist & der kleinste o-Korper, der ein abzidhlbares Untersystem von §¢
enthdlt, so ist v auf R kompakt.

0) Die Komplettierung (E, L §t, v) von (E, &, v) ist quasi-kompakt.
e) (E, &, v) ist perfekt.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf die oben zitierte
Arbeit von C. RYLL-NARDZEWSKI.

Aus Satz 4 folgt:

Satz §. Ist der o-W-Raum (E, &, v) quasi-kompakt, so ist auch jeder
a-W-Unterraum von ihm quasi-kompakt.

Mit Hilfe der in Satz 4 angegebenen Charakterisierung der Quasi-
Kompaktheit durch Eigenschaft y) kann man beweisen:

Das cartesische o-Produkt, von beliebig vielen quasi-kompakten
o-W-Rédumen ist ein quasi-kompakter g-W-Raum.

22.4. Ein ¢-W-Raum (E, R, v) heiBt separabel im Sinne von HaLmos
und voN NEUMANN (vgl. [1]), wenn ein abzihlbares System & von &
existiert, derart daB folgendes gilt:

1. Sind » und y verschiedenc Punkte in E, so existiert stets ein S e C)
derart, daBB x€ S und y ¢ S gilt.

2. Bedeutet 9B den kleinsten o-Koérper, der & enthilt, so soll dic Kom-
plettierung des o-W-Raumes (E, 8, v) mit (E, &, v) zusammenfallen.

Ein separabler g-W-Raum (E, §, v) bleibt separabel, wenn man von E
eine Nullmenge wegnimmt. '

Ein o-W-Raum (E, &, v) heiBt fast-separabel wenn der nach Weg-
lassen aus der Grundmenge E einer Nullmenge entstehende o-W-Raum
separabel ist. Es gilt der

Satz 6. Fiir cinen fast-separablen und kompletten -W-Raum (E, &, v)
sind folgende Aussagen dquivalent:

I. v ist kompakt auf R.
IL. (E, &, v) ist quasi-kompakt.
LI (E, &, v) ist fast isomorph zum Lebesgueschen linearen o-W-Feld.

Mit Hilfe dieses Satzes, dessen Beweis der Leser in der oben zitierten
Arbeit von C. RYLL-NARDZEWSKI findet, kann man die Existenz von
o-W-Ridumen nachweisen, dic nicht quasi-kompakt sind.



Kapitel VIII
23. Bedingte Wahrscheinlichkeitsriume

23.1. In der Physik (z. B. in der Quantenmechanik), ferner in der
Theorie der Markoffschen Ketten und allgemein der stochastischen Pro-
zesse und bei den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie in der
Integralgeometrie, in der Zahlentheorie und anderen Gebieten treten oft
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf, die nicht normiert werden kénnen,
d.h. es treten unbeschrinkte MaBe auf. Solche Verteilungen kénnen
im Rahmen der bisher entwickelten Theorie der W-Felder bzw. W-
Riume (vgl. Kap. I—VII) nicht behandelt werden. Es entstand daher
die Notwendigkeit einer Erweiterung des Begriffes der W-Ridume. Es
scheint, daB A. KoLMOGOROFF zuerst die Idee einer solchen Erweiterung
in einer Vorlesung erwihnt hat (vgl. RENyr [3] S. 8). Neuerdings hat
unabhiingig von KOLMOGOROFF ALFRED RENYT (vgl. [1] bis [3]) eine
Erweiterung der Theorie der W-Riume vorgeschlagen und den Begriff des
bedingten W-Raumes eingefithrt. Im folgenden werden wir kurz dariiber
berichten, und zwar mit besonderer Beriicksichtigung der Struktur der
bedingten W-Rédume, die von RENYI selbst [1] bis [4] und auch von
A. Cz4szAR [1] untersucht wurde. Fiir Einzelheiten und Anwendungen
dieser Theoric verweisen wir auf die Arbeiten von RENYI.

23.2. Definition eines bedingten W-Raumes. Es sei E eine Grundmenge,
sogenannter Ereignisraum E. Es bedeute ferner § einen o-Korper von Teil-
mengen (sogenannten Ereignissen) des Ereignisraumes E, der auch E als
Element enthilt. Es sei T ein nicht leeres Untersystem (das sogenannte
System der Bedingungen) von §. Auf dem cartesischen Produkt § X T
sei eine eindeutige reelle Funktion # definiert, deren Werte mit p (4 | B),
Ae§, Beg, bezeichnet werden und die folgende Eigenschaften hat:

py) Esist p (4 | B) = 0 fiir jedes Paar (4, B) € § X¥ und insbesondere
#(B|B) =1 fiir jedes B€X.

B,) Bei festem BE I ist p(4|B) als Funktion nur von 4 € § be-
trachtet ein o¢-additives MaB, d. h. aus 4, € Q, 1 =1, 2,..., mit
A; A; =0 fiir i = 7 folgt:

(e o] [ee]
P ( Vi A,-]B) =i‘},‘125(Ai]B) fiir jedes B€g.
i=1 =
By) Aus A€, BEF, C€T und BCET folgt:
p(4]B C) p(B|C) = p(4 B|C).
S*
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Man bezeichnet dann (E, §, I, p) als einen bedingten W-Rawm und
p(4|B), (4, B) € § XZ, als die bedingte W. des Ereignisses A unter der
Bedingung B.

923.3. Es sei (E, §, v) ein g-W-Raum (vgl. 10.1). Es bezeichne & jlell?s
System aller B € § mit v(B) > 0. Definiert man dann p (4 |B) = ng(B))
fiir jedes (4, B) € § XZ, so ist offenbar (E, §, T, p) ein bedingter W-
Raum, der als der bedingte W-Raum (E, §, T, v) bezeichnet wird, den
der o-W-Raum (E, §, v) erzeugt. Ist umgekehrt (E, §, T, v) irgendein
bedingter W-Raum und definiert man fiir ein C € § durch pg(4) =
$(4]C), 4 € F, eine Funktion p¢ auf §, so ist (E, §, p¢) ein o-W-Raum
fiir jedes C € . Gehort E zu T, so ist auch (E, §, pg) ein o-W-Raum.
(E, ¥, pg), als ein o-W-Raum betrachtet, erzeugt einen bedingten
W-Raum, der aber nicht stets zu (E, §, , p) isomorph ist; denn das
System T aller B € § mit pg(B) = p(B|E) > 0 fillt nicht stets mit T
zusammen.

23.4. Quotientendarstellung eines bedingten W-Raumes. Es sei
(E, &, L, p) ein bedingter W-Raum. Existiert ein o-additives MaB u
auf § derart, daB u(B) > 0 fiir jedes B € § und auBerdem p (4 |B) =
”;fBI:) fiir jedes (4, B) € §F XZT gilt, so sagt man, die bedingte W. des
Raumes (E, §, T, p) besitzt eine Quotientendarstellung. RENYI hat fol-
gendes bewiesen:

Es sei (E, §, T, p) ein bedingter W-Raum. Es existiere ferner eine
Folge von Bedingungen B,€ X, »=1,2,.. ., und ein Ereignis B € §
derart, daB gilt:

1. BBCB,,,,v=20,1,2,...

2. p(By|B,) >0, v=1,2,...

3. Fir jedes B € T existiert ein Index » mit BC B,und $(B|B,) > 0.
Dann ist das System §* = {X € §: es gibt ein » mit XC B,} ein Korper
von Teilmengen der Grundmenge E, der E nicht als Element zu besitzen
braucht und es gilt TC F*C §. Definiert man nun eine Funktion o
auf §*, wie folgt:

Ist X € §*, so wihle ein ¥ mit X< B, und setze:

p(X|B,)
X)) ="
at p(io| by)’

so ist u fiir jedes X € §* eindeutig, d. h. unabhiingig von der Wahl der
Menge B, mit XC B,; p ist nicht negativ und o¢-additiv, also ein ¢-
additives und endliches MaB auf &*. Da p(B|B,) >0 fiir jedes B€ &
und passendes ¥ ist und auBerdem nach Voraussetzung (B, | B,) > 0 fiir
jedes ¥ =1,2,... gilt, so ist offenbar u(B) >0 fir jedes Be Q.
Ferner gilt:

(4B

p(4|B) =225 fiir jedes (4, B e g,
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denn wir haben:
#(4B)  p(AB|B) p(By|B,) p(AdB|B,)
u(B) p(By|B,) p(B|B,) " p(B|By
Wir setzen nun auBer 1, 2 und 3 noch voraus, daB gilt:
4. lim p(B,y|B,) > 0.
y—>00

Dann 14Bt sich u von §* auf den kleinsten g-Korper §**, der §* enthilt,

=p(4|B B,) =p(4]B).

(o]
bei Erhaltung der o-Additivitit erweitern. Wir setzen E*= \/ B,;

y=0
dann ist der o-Kérper §** identisch mit dem g-Kérper Fpe = {XC E*;
X € g} Ist also 4 erfillt, so 1aBt sich x von F* auf §p. bei Erhaltung
der o-Additivitit erweitern. Man zeigt leicht, daB x auf Fgz. endlich
ist, d. h. u(E*) < + oo gilt. Wir definieren deshalb:
u(Ad) = p(A E*) fir jedes 4€§
und erhalten ein g-additives und endliches MaB g auf §§ mit der Eigen-

schaft:
/" (7A_A_‘E_ ) o s (4 (o
p(4|B) = 2 (B) fiir jedes (4, B) € XTI,

d.h. eine Quotienten-Darstellung der bedingten W. p des Raumes

(E,§, 2, p). Wir bemerken: Wenn wir v(4) :Z—((‘;% fiir jedes A€ F

setzen, dann ist »(E) = 1, also v eine Quasi-W. auf §, d.h. (E, 3, v)
ein ¢-W-Raum. Setzt man dann * = {B€ F:v(B) > 0}, so ist T*
nicht notwendig identisch mit . Der o-W-Raum (E, §, v) erzeugt
deshalb einen bedingten W-Raum (E, §, T¥, p*) mit p*(4|B) = %?B?
fiir jedes (4, B) € § xT*, der nicht mit dem urspriinglichen Raum
(E, §, T, p) zusammenfillt. Da aber stets TC I* und aulerdem
p*(A|B) = p(A4|B) fiir jedes (4, B) € ¥ XT gilt, so kann (E, §F, T*, %)
- als cine Erweiterung des Raumes (E, §, T, p) betrachtet werden ; genauer:
die bedingte W. p* ist eine Erweiterung der bedingten W. p von FXE
auf § xT*, falls T* nicht mit T zusammenfillt,

23.5. Bedingte W-Riume von einfachem Quotienten-Typus. Nicht
jeder bedingte W-Raum besitzt eine Quotientendarstellung, auBerdem
braucht das g-additive MaB p, das auf & definiert ist und zu einer Quo-
tientendarstellung der bedingten W. dient, nicht beschrinkt zu sein.
Jeder bedingte W-Raum, dessen bedingte W. eine Quotientendarstellung
besitzt, heiBt nach RENYI ,,ein bedingter W-Raum von einfachem Quo-
tienten-Typus©. Die einfachsten unter den bedingten W-Rdumen von
cinfachem Quotienten-Typus sind diejenigen, fiir welche das g-additive
MafB der Darstellung beschriankt ist. Die Struktur dieser bedingten
W-Riume unterscheidet sich nicht von den bedingten W-Rdumen,
die von cinem g-W-Raum erzeugt werden, denn cin beschrinktes MaB

kann stets normiert werden.
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Jedes o-additive (nicht notwendig beschrinkte) MaB u, das auf einem
o-Korper § von Teilmengen einer Grundmenge E mit E € § definiert ist,
kann stets einen bedingten W-Raum erzeugen. Es bezeichne ndmlich
T={B€F;0 <u(B) <+ oo}, dann setze man:

$(4]B) :%f)ﬁ fiir jedes (4, B) € § XZ.
So ist p eine bedingte W. auf § XZ, also (E, &, L, p) ein bedingter W-
Raum, und zwar von ecinfachem Quotienten-Typus. Die Existenz
bedingter W-Rédume, die von einem unbeschrinkten MaB u erzeugt wer-
den, zeigt schon die Bedeutung des von RENYI vorgeschlagenen neuen
axiomatischen Aufbaus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Beispiele. 1. Es sei E = E,, d.h. der euklidische 7-dimensionale
Raum und § der o-Kérper aller nach LEBESGUE meBbaren Teilmengen
von E. Es sei ferner f eine reelle, nicht negative und meBbare Funktion

auf E,. Es bezeichne § = {B €EF:0 < f}‘ dm < -+ oo}, hierbei bedeu-
B

tet u(B) = ffdm das Lebesguesche Integral von f iiber B. Dann ist
B

durch:
(4 B)
u(B)
cine bedingte W. p auf § X I definiert, d. h. (E,, §, T, $) ist ein bedingter
W-Raum von einfachem Quotienten-Typus, falls & nicht leer ist. Wenn
speziell f(xy, %, ..., x,) konstant gleich 1 auf E, gewihlt wird, dann
fillt p (B) mit dem Lebesgueschen MaB 7 (B) zusammen fiir jedes B € .
Der bedingte W-Raum (E,, §, T, ) heiBt in diesem Falle gleichmiiBig.
2. Essei E={1,2,.. .} die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen und
91, Dy, . . . nicht negative reclle Zahlen. Es bedeute § die Gesamtheit
aller Teilmengen von E und T die Gesamtheit von allen Teilmengen
BCE mit 0 <v_€},;3 9, < 4 oco. Fiir jedes 4 € F setzen wir u(d) =

"3 3,; dann wird durch

p(4]|B) = fiir jedes (4, B) € § XZT

p(4|B) ="C2 fiir jedes (4, B)egxT
eine bedingte W. auf § x T definiert. (E, §, T, p) ist dann ein bedingter
W-Raum von ecinfachem Quotienten-Typus. Wihlt man 9, = 1,
v=1,2,...,sohciBt (E, §, I, ) gleichmiBig. T besteht dann aus allen
endlichen Teilmengen von E.

23.6. Erweiterung eines bedingten W-Raumes. Ein bedingter W-
Raum (E, §, 2, 4') heiBt eine Erweiterung eines anderen bedingten
W-Raumes (E, &, T, ), wenn TC X' und p'(4|B) = p(4|B) fiir
]ed?s (4, B) € ¥ x T gilt. Das Problem der Erweiterung, insbesondere der
Existenz und Konstruktion einer maximalen Erweiterung eines beliebi-
gen W-Raumes, ist bis heute noch nicht vollstindig untersucht worden.
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A. RNy behandelt in [1] und [2] eine spezielle Frage des Erweiterungs-
problems, nimlich die Frage der Adjunktion von gewissen neuen Be-
dingungen zu dem System T und beweist:

I. Es sei B;€§ aber By ¢ T. Es gelte ferner: das System

Tp, = {BET: B;CB und p(B,|B) >0}
sei nicht leer und aus B, € Ty, B3 € T p, folge B, By € T. Dann kann das
Erecignis B, als eine neue Bedingung zu I adjungiert werden. Die
bedingte W. mit B, als Bedingung wird dann durch

p(4]|B) :pp(fBBlngB)z) fir jedes A €§ und fiir ein B,€Tp,
112

definiert und ist eindeutig, d. h. unabhingig von der Wahl von B, € Tp..

II. Es sei eine aufsteigende Folge von Bedingungen B, X, v =

0,1,2,..., mit p(B,|B,+1) >0 gegeben und das unendliche Produkt
(o]

Ho #(B,| B, ;1) sei konvergentund > 0. Fiir jedes BE T mit (B | B,) >0

fiir einen Index #, sei stets B B, € . Gehért dann die Vereinigung

o
\/ B, = B* nicht zu ¥, so kann B* zu I als cine neue Bedingung
v=0

adjungiert werden. Die bedingte W. mit B* als Bedingung wird dann
durch
p(4|B*) = lim p(4|B,) fir jedes A€F
¥—>00
definiert.

98.7. Struktur von bedingten W-Riiumen. A. Mit der allgemeinen
Untersuchung der Struktur der bedingten W-Réume beschaftigt sich
systematisch A. CzAsz4r [1]. Es gibt bedingte W-Ridume, die nicht
von einem g-additiven MaB erzeugt werden konnen. Im folgenden be-
richten wir iiber die Resultate der Czdszarschen Untersuchungen:

Zu den Axiomen f;, f, und B, die einen bedingten W-Raum (E, §, T, 72)
crkliren, fiigen wir folgende Axiome hinfzu:

B3) Es gilt p(4|B) = p(4 B|B) fir jedes _(A, B) € ¥ xZ.

Y Wenn AC BCC, A€F, BET, CeT ist, gilt:

p(4]B) $(B|C) = p(4]C).

Bi) Wenn 4,€§, B;€ T, 4,C B; Bii1,1=1,2,..,n,und By 1=

B, ist, dann gilt:
n n
iglﬁ(AilBi) :igli)(AilBH'l)' (1)

falls auBerdem die eine Seite dieser Gleichung > 0 ist.
Y) Wie das Axiom i mit der zusitzlichen Voraussetzung, daB die
Ercignisse By, By, -+ o B, einen Zyklus bilden, d. h. es gilt:

'ﬁ(Bi Bl+1lB1) >OI ﬁ(Bz B1.+llB’L+l) >0, 7'= 1; 2) G | n.
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p{) Das Axiom f; ohne die Voraussetzung, daB die eine der beiden
Seiten der Gleichung (1) positiv ist.

Man zeigt leicht, daB das Axiom f; gleichwertig mit den beiden
Axiomen fg und B ist.

Erfillt (E, §F, T, ) nur die Axiome f;, B> und 85, so heiBt er ein ver-
allgemeinerter bedingter W-Raum.

B. Man sagt: eine Familie von ¢-additiven MafBien u,, y € I, erzeugt
einen verallgemeinerten bedingten W-Raum (E, §, €, ), wenn gilt:

I. Fiir jedes y € I' ist u., ein c-additives MaB auf §.

II. Zu jeder Bedingung B € € existiert (mindestens) ein y € I derart,
daB 0 <p,(B) < + oo gilt.

III. Fir jedes Paar (4, B) € F XT und beliebiges y € I' mit 0 <
1,(B) < + oo gilt: p(4|B) :512(;—’b)[’?

Wir bemerken: Erzeugt cine Familie von g-additiven MaBen s
v €I, einen verallgemeinerten W-Raum (E, §, T, $), so gilt:

IV. Fiir jedes Paar (4, B) € § XZ mit AC B und solche y,, yo €17
mit u, (B) < + oo, u, (B) < + oo gilt:

t, (4) 15, (B) = 1y, (4) p,, (B). (2)

In der Tat: Falls 0 < #y,(B) und 0 < u, (B) ist, folgt (2) unmittel-
bar aus IIT. Gilt nun g, (B) =0 fir i = 1 oder 4 = 2, so ist fiir
dasselbe 7 u, (4) =0, d.h. (2) gilt auch dann.

Es sei nun umgekehrt § ein o-Kérper von Teilmengen der Grund-
menge E, T ein nicht leeres Untersystem von & und u,, y€I', eine Familie
von o-additiven MaBen, die I, I und III erfiillt; dann erzeugen diese
Uy, v €T, einen verallgemeinerten bedingten W-Raum (E, & L, P).
In der Tat: Fiir jedes Paar (4, B)¢ & XZT existiert (mindestens) ein
Y€ mit 0 <u,(B) <+ oo; definiert man dann p(4|B) =‘"”_(’(11§)
fiir dieses y € I', so ist wegen IV diese Definition unabhiingig v:;l’ der
Wahl von y € I", wenn nur 0 <, (B) + < oo ist. Man zeigt leicht,
daB die so definierte bedingte W. die Axiome B1. Bo, B3 erfiillt, also
(E, §, T, #) ein verallgemeinerter bedingter W-Raum ist. Es gilt aber
(vgl. Cz4sz4Rr [1])

. «) Wird ein verallgemeinerter bedingter W-Raum (E, §, <, $) von
einer Familie von ¢-MaBen crzeugt, so ist er ein bedingter W-Raum
(d. h. er erfiillt das Axiom B3).

~ Da aber umgekehrt jeder bedingte W-Raum (E, §, S, p) stets von
ciner Familie von g¢-additiven MaBen erzeugt werden kann, nimlich
von der Familie up, B€Z, die durch:

() — p(4|B), wenn A C B,
BB = + oo, wenn 4 — B¢’ 4€3
definiert ist, so gilt:
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B) Ein verallgemeinerter bedingter W-Raum (E, §, T, ) kann dann
und nur dann von einer Familie von c¢-additiven MaBen erzeugt werden,
wenn er ein bedingter W-Raum ist (d. h., wenn er das Axiom fy erfiillt).

I'. Es gelten folgende Kriterien, die spezielle Strukturen von beding-
ten W-Riumen charakterisieren:

») Fiir einen bedingten W-Raum (E, &, <, p) sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

1. (E, §, g, p) erfiillt das Axiom fj.

2. (E,%¥, T, p) kann durch eine Familic von g-additiven Mallen
Uy, v €I, erzeugt werden derart, daB gilt:

Wenn 0 <, (4) < +ocound 0 <g,, (4) <+ oofiir ein Paary,€ 1,
9, € I' und ein 4 € § ist, so ist u, (d) = u,,(4).

d) Fiir einen bedingten W-Raum (E, §, Z, p) sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

1. (E, §, T, p) erfiillt das Axiom f.

2. (E, %, T, 4) kann durch eine Familie von o-additiven Mafen
Uy, v €T, erzeugt werden derart, daB gilt:

Wenn 0 < p,, (4) < + 00, 0 <, (4) < 4 oo fiir ein Paar 3, € I,
y,€I" und ein A € § ist, so ist u,,(4’) = p,,(4) fiir jedes A’ € F mit
A'C A.

¢) Fir cinen bedingten W-Raum (E, §, T, ) sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

1. (E, &, T, p) erfiillt das Axiom f£;".

2. (E, &, T, p) kann durch eine Familic von o-additiven MaBen g,,
y € I', erzeugt werden, die dimensional geordnet ist, d.h. die Indf—zxmengf
I der Familie ist geordnet und wenn g, (4) < + oo ist fiir ein A€y
und ein y € I, so gilt u,(4) =0 fir jedes y' el mit y <y’ .

A. Um die bedingten W-Réiume zu charakterisieren, die durch eine
abzihlbare Familic von o-additive MaBen erzeugt werden konnen,
fithren wir folgende Begriffe ein: .

Wir sagen die endliche Folge der Bedingungen B, B,, ..., B, blléet
cine aufsteigende Kette im bedingten W-Raum (E,§, I, p), wenn gilt:
B,ecT, v=12...mn,

p (B, Bv_HlB,,) >0 firv=12...,n— 1 und
“'p(Bv Bv+llB"+1) =0

fiir mindestens einen Index . .

Ist By, By, ...; Ba eine aufsteigende Kette von Bedingungen
mit (B, B, . 1|B, +1) = 0, so sagen wir, daBdie Kette zwischen B, und
B, einen Sprung hat. Jede aufsteigende Kette von Bedingungen
B, B,, ..., B, hat per Definition mindestens einen Sprung.

Es gilt nun:

¢) Ein bedingter W-Raum (E,$, I, p) kann dann und nur dann
durch eine endliche Familie von MaBen uy, uo, « . ., ;. erzeugt werden,
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die dimensional geordnet ist, wenn (E, §, €, ) das Axiom B;" erfiillt
und auBerdem jede beliebige aufsteigende Kette von Bedingungen in
(E, &, T, ) hochstens & — 1 Spriinge hat.

77) Ein bedingter W-Raum (E, &, T, #) kann dann und nur dann
durch ein einziges g-additives MaB u erzeugt werden, wenn (E, &, T, $)
das Axiom f;” erfiillt und auBerdem gilt: fiir zwei beliebige Bedingungen
B, B'€ X gilt entweder nur $(B B'|B) = p(B B'|B’) = 0 oder nur
(B B'|B) >0 und $(B B'|B") > 0.

E. Es sei (E, §, T, ) ein bedingter W-Raum. 1. Das System T der
Bedingungen heiBt additiv, wenn TV = Z gilt. 2. Das System der Bedin-
gungen heiBt gquasi-additiv, wenn {fiir beliebige B;€Z, i =1, 2, die
Existenz eines B€ X folgt derart, daB B,V B,C B und $(B,|B) +
#(By|B) > 0 ist.

Man zeigt leicht, daB stets aus der Additivitit von T die Quasi-Addi-
tivitit von T folgt.

Es gilt:

0) Fir cinen bedingten W-Raum (E, §, €, ) sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

1. (E, ¥, I, p) crfiillt das Axiom f3}".

2. (E, %, T, p) kann durch ecine Familie von g-additiven MaBen er-
zeugt werden, die dimensional-geordnet ist.

3. (E, §, T, p) besitzt eine Erweiterung (E, §, T*, p*), bei der T* ein
additives System ist.

4. (E, T, T, p) besitzt cine Erweiterung (E, §, T*, p*), bei der T*ein
quasi-additives System ist.

SchlieBlich gilt:

t) Ein bedingter W-Raum (E, &, T, p) kann dann und nur dann durch
cin einziges o-additives MaB crzeugt werden, wenn cr eine Erweiterung
(E, §, T*, p*) besitzt, fiir welche gilt: Aus B, € T*, i = 1, 2, folgt die
Existenz eines B € T*mit B; U B,C Bund p* (B, | B) > 0, p* (B, | B)>0.

Anhang

Wir setzen im folgenden voraus, daB der Leser mit den elementaren
Begriffen der modernen abstrakten Algebra vertraut ist. Wir erliutern
jedoch in diesem Anhang die in diesem Bericht verwendeten Begriffe;
beziiglich Einzelheiten verweisen wir auf die Literatur.

1. Boolering. Als einen Boolering § mit Einheit bezeichnen wir einen
algebraischen Ring mit Einheit ¢ (vgl. iiber diese -algebraische Struktur
VAN DER WAERDEN [1]), der idempotent ist. In einem Boolering werden
bezeichnet: mit @ + b die Addition, mit a b die Multiplikation und mit @
die Null. DaB der Ring idempotent ist, wird durch die Eigenschaft:
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a a = a fiir jedes a € § charakterisiert. Ein Boolering ist bekanntlich
kommutativ und von der Charakteristik 2, d. h. es gilt @ + a =0 fiir
jedes a € . In einem Boolering § kann die algebraische Struktur eines
Booleverbandes (= ciner Booleschen Algebra) eingefithrt werden (vgl.
iiber diese Struktur BIRKHOFF [1], HERMES [1]). Die Verbandsopera-
tionen, die auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie sechr wichtig sind,

definiert man folgendermaBen: aNb =ab, aVb=a+b+ab,
Def. Def.

at = ¢ + a, a® wird als das Komplement von @ bezeichnet. Der Ausdruck
ef.
a + a b wird im folgenden auch mit @ — b bezeichnet und V erbandsdiffe-

renz genannt.

Die algebraische Differenz fillt in Booleringen mit der algebraischen
Addition a + b zusammen. Sie wird deshalb nicht gebraucht und das
Zeichen — wird nur fiir die oben definierte Verbandsdifferenz benutzt.
Die Relation der Ordnung?, die fiir die Verbandsstruktur sehr wichtig
ist, fithrt man in einem Boolering wie folgt ein:

aC b dann und nur dann, wenn ab = a oder damit gleichwertig
a\Jb=b. Beziiglich dieser Relation ist bekanntlich a N\ b bzw. a b
das Infimum bzw. Supremum von a, b.

9, Homomorphismus, Isomorphismus. Es seien § und §* Booleringe.
Eine eindeutige Abbildung ¢ von § auf §* heiit ein Homomorphismus
von § auf §*, in Zeichen § ~ §*, wenn aus a € §, b€ F stets plad) =

(@) () und p(a + 1) = p(a) + ¢ () folgt. Ist cin Homomorphismus
cincindeutig, so heit er ein Isomorphismus von § auf §*, in Zeichen
& =T

0:73. Atome. Ein Element (Ereignis) a des Booleringes (Feldes) & heiBt
ein Atom (elementares Ereignis) in §, wenn a == 0 und aus x C a mit
x == a stets x = ¢ folgt.’

4. Tdeale. Es sci B cin Boolering. Eine Teilmenge & von 9B heifit
ein Ideal in B, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. 0eR.

2. Aus x, €9, x,€ 5 folgt % + % €T

3. Aus #€ S und y belicbig in B folgt x y€ .

Ein Ideal P in B heiBt ein Primideal, wenn es folgende Eigenschaiten
besitzt:

4. ¢ gehort nicht zu .

5. Fiir jedes ¥ € B gehort entweder x oder x° zu P.

5. Operationen mit unendlich vielen Gliedern in Booleringen.

5.1. Es sei B ein Boolering und a,€ % fiir alle 7€ I, wobei I irgendeine
nicht leere Menge von Indizes ist. Existiert ein Element # bzw. d in
% mit den Eigenschaften:

1 Diese Relation wird in der Literatur oft auch als teilweise Ordnung
oder Halbordnung bezeichnet.
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1. a;u = a; bzw. a,d = d fiir jedes 7€ I.

2. Aus x€ B mita; x = a; bzw. a; x = x fiir jedes ¢ € I folgt v x = u
bzw. dx = x, so ist # bzw. 4 in B eindeutig bestimmt und wird mit
uw=(B)\J a; bzw. d = (B) /" a; bezeichnet und die Vereinigung

el el
(Supremum) bzw. der Durchschnitt (Infimum) aller a,€ 9B, 1€ 1, in B
genannt. Ist I endlich, so existieren # und 4 stets. Der Durchschnitt
fillt dann mit dem Produkt zusammen, d. h. esgilt: d =a, Na, N - - -
Na,=a ay-+-a. Fir die Vereinigung zweier Elemente gilt:
aVa,=a +a, +aa,

5.2. Wir bezeichnen mit |E| die Méchtigkeit einer Menge E, und
zwar wenn E aus Elementen einer Algebra besteht, die Michtigkeit be-
ziiglich der Identitit der Algebra. Ein Boolering B heiBt ein m-Boole-
ring oder auch stabil fiir die Verbandsoperation mit m Gliedern, wenn fir
jedes I mit |I| =< m, wobei m eine Kardinalzahl bedeutet, und a;c B,
1€ I, der Durchschnitt (8) /" a; in B existiert. Man beweist dann, daB

el
auch (B) \/a; in B existiert. Ein |B|-Boolering B heiBt ein Voll-
tel
Boolering. In einem Voll-Boolering 9B existieren fiir jede beliebige
Familie a;€ %, i€ I, die Elemente (B) /\ a; bzw. (B8)\/«a; in B.
tel tel

Einen Ny-Boolering werden wir auch o-Boolering nennen.

5.3. Eine Teilmenge A eines m-Booleringes B heiBt ein m,-Boole-
unterring von B, 2 < m; < m, wenn 9 stabil fiir die endlichen Ring-
operationen ist, dieselbe Null und Eins wie 88 hat und auBerdem der
folgenden Bedingung geniigt:

(E) Fir jede Familie von Elementen a,€ 9, 7€ I, mit I <m
ist (B) /N a; ein Element von 9.

iel

Es gilt dann (offenbar) () N\ a; = (B) /) a, € A.

tel iel

a-Booleunterring wird als dquivalent mit &, -Booleunterring definicrt.

Wenn m; = 2 und m, endlich ist, so nennen wir 9 einfach einen
Booleunterring von %, denn fiir endliches m, fillt der Begriff des m;-
Booleunterringes mit dem des 2-Booleunterringes zusammen.

5.4. Ein my-Booleunterring 9 eines m-Booleringes B (my; = m) heiBt
my-reguldr (my-invariant) beziiglich B, wobei m, cine beliebige Michtig-
keit bedeutet, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

(R) Aus der Existenz von () N a,, a;€ A,1¢€ 1, in A fir ein belic-

el
biges I mit |I| < m, folgt die Existenz von (B) N a, in B und es gilt :
iel
(B) N a;, = (A) N a,
el tel
Fir m, = || heiBt U totalregulir beziglich B.
Statt N,-regulir sagen wir auch o-regulir,
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Aus der Definition 5.3 folgt: Ein m,;-Booleunterring eines m-Boole-
ringes Bist fiir m, < m; = m stets m,-regulir beziiglich 8. Insbesondere
ist also ein o-Booleunterring eines g-Booleringes stets g-reguldr. Dagegen
braucht ein Booleunterring eines Booleringes bzw. o-Booleringes nicht
o-regulir zu sein.

5.5. Es sei B ein m-Boolering mit m = 2 und & eine beliebige, nicht
leere Teilmenge von B. Dann existiert stets der kleinste Booleunterring
bzw. m,-Booleunterring (8y = m; =< m) in B iber &, in Zeichen R(R)
bzw. R, (&) und ist eindeutig bestimmt. Hat eine Teilmenge & des
m-Booleringes B die Eigenschaft R(®) =% bzw. R, () =B,
Ry =< m; < m, so heiBt & eine erzeugende bzw. my-erzeugende Basis von B.

Fiir m, > m, braucht im allgemeinen Ry, (&) als m;-Booleunterring
von B betrachtet, nicht m,-reguldr beziiglich 8B zu sein; z. B. ist R(S)
nicht stets g-regulir beziiglich B.

5.6. Wichtige Beispiele. Es sei E eine Grundmenge von Punkten,
dann wird stets mit B (E) der Boolering simtlicher Teilmengen von E
bezeichnet. B (E) ist ein Voll-Boolering. Ist E Trager ciner Topologie
und bezeichnet Dy bzw. Ay die Gesamtheit aller offenen bzw. abge-
schlossenen Teilmengen von E, so besteht bekanntlich R,(Dz) bzw.
R, () aus allen Borelschen Teilmengen von E und er wird als der o-
Boolering aller Borelschen Teilmengen von E bezeichnet, in Zeichen:

Br = R,(Df) = R:(Up).
Def.

Essei E = {£: 0 < & < 1} (vgl. Beispiel 1 Nr. 2.4, Kap. I), © die Gesamt-

heit aller Intervalle der Form I = [0, f) fiir alle reellen Zahlen # mit

0 =B <1 und A der kleinste Kérper von Teilmengen von E iiber &.

Dann ist A = R(S) und es gilt:

SBE = Ra(@) = RU(DE) = Ru(mE)'

9( ist beziiglich B nicht g-reguldr.
5.7. o-ldeale, o-Homomorphismen. Es sei B ein o-Boolering und J
cin Ideal in @ (vgl. Nr. 4). & heiBt ein o-Ideal in B, wenn gilt:

o)
2,) Aus x,€8,i=12,..., folgt (B) .\/1 %, €.

=
Wenn 9B ein Boolering (bzw. g-Boolering) und & ein Ideal (bzw. o-Ideal)
in B ist, so bezeichnen wir mit 8/ den Restkiassen-Ring mod. I, B/Jist
wicder ein Boolering (bzw. g-Boolering); x/J bezeichnet dann die Rest-
klasse aus B/J mit dem Repriisentanten x € B. Ist A ein Booleunterring
von B, so bedeutet /S die Gesamtheit der Restklassen a/J aus B/
fiir alle a € A. A/S ist dann ein Booleunterring von B/S.
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Ein Homomorphismus 8 ~ B* (vgl. 2) des Booleringes B auf den
@
Boolering B* heilBt ein g-Homomorphismus, in Zeichen B r%-' B*, wenn

gilt: Aus (B) N a, = 9 folgt (B*) Nela) =0.
i=1 i=1
Besteht ein Isomorphismus B =2 8* von B auf B* und existiert
L4
(B) N a; = ain B fiir eine Familie von Elementen a,€ B, ¢€ I, so existiert
iel

(B*) N @ (a;) und ist gleich @ (a). Entsprechendes gilt fiir Vereinigungen.
iel
Ist aber B* ein Booleunterring eines Booleringes B und B = B*, so

?

folgt aus (B) /\ a;,=a dann und nur dann (B) N ¢(a;) = ¢ (a),
el tel

wenn B* m-regulir fiir m = |I| beziiglich B ist; wenn also B ein

o-Boolering ist, so ist auch B* ein ¢-Boolering, jedoch nicht stets ein

o-Booleunterring von 9.

5.8. Einbettung cines Booleringes in einem anderen Boolering. Es
sei A ein Boolering und B ein m-Boolering mit m = §,. Existiert ein
Booleunterring 9, von B, der zu U isomorph ist, so heiBt A, eine Ein-
bettung von A in B. Ist A, my-regulir bzw. totalregulir beziiglich B,
so heiBt U, eine my-regulire bzw. totalregulire Einbettung von A in B.
Gilt auBerdem R, () = B, so heilt B einc my-regulire bzw. total-
regulire m-Erweiterung von UA. Im Falle m; = m sagen wir auch:
B ist eine m-regulire Erweiterung von 9. Nach MacNEILLE [1] kann man
stets einen belicbigen Boolering 9 totalregulir in einem Voll-Boolering
einbetten, den man durch Bildung von Dedekindschen Schnitten aus
den Elementen von U erklirt. Es sei 2, die Einbettung von 2 in dem
MacNeilleschen Voll-Boolering 8. Der kleinste g-Booleunterring R, ()
von 9B iiber 9, ist dann eine totalregulire o-Erweiterung von U; sie ist
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Im Gegensatz zu den total-
reguldren g-Erweiterungen eines Booleringes U brauchen die o-reguliren
Erweiterungen von 9 nicht zueinander isomorph zu sein. Verzichtet
man auf die m-Regularitit der Erweiterungen fiir m = §8,, so kann man
jeden o¢-Boolering B, der eine beliebige isomorphe Einbettung 2, von A
so enthilt, daB B = R, (%) gilt, als eine o-Erweiterung von A erkliren.
Es existieren im allgemeinen mehrere solche o-Erweiterungen eines Boo-
leringes A, die zueinander nicht isomorph sind.

5.9. Algebraische Konvergenz. Es sei B ein g-Boolering und & eine
nicht leere Teilmenge von %B; dann existiert der kleinste Booleunterring
§to von B iiber R, der folgendermaBen gebildet wird: Man adjungiert e
zu &, falls enoch nicht in § vorhanden ist. Man adjungiert ferner zu der so
entstehenden Menge & alle endlichen Vereinigungen (bzw. Durchschnit-
te) m Vax, U+ Uz, (bzw. x; %5+ x,) aus Elementen von §i1, so
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entsteht die sogenannte \U- (bzw. N-) Hiille 1V (bzw. §17) von &1 Man

adjungiert schlieBlich zu &'V (bzw. §!") alle endlichen Summen (Ver-

bindungen) y; + 9, + ¥» + = + + ¥, aus Elementen von §! (bzw.

f1VY)1, Es entsteht so der kleinste Booleunterring S?OD=r KIVT = g1nr
cl.

von B iiber K.

Es sei §¢ eine nicht leere Teilmenge von B, dann wird mit §° bzw. &t¢
die Teilmenge von B bezeichnet, die aus § durch Adjunktion aller:
(B) \J baw. (B) N\ a; mit a;€ &, 1€, und |I| = N, entsteht.

tel i

In einem a—BoZ)cch:ri11g 9 spielt eine schr wichtige Rolle die sogenannte
algebraische Konvergenz (o-Konvergenz = Ordnungskonvergenz). Eine
Folge von Elementen a,, v=1,2,..., konvergiert algebraisch gegen
a € B, in Zeichen: a = lim alg @,, dann und nur dann, wenn gilt:

(o] oo (e o] [ee]
a= N U a4,= U N “v+02'
y=1p=1 v=1lp=1
Diese Konvergenz erfiillt die beiden bekannten Fréchetschen Eigen-
schaften:

1. Wenn @, =a, v=1, 2,..., dann limalg a, = a.

2. Wenn limalga, =a und a, v=1,2,..., eine Teilfolge von
., ist, so dann lim alg a; = a.

Als die AbschlieBung ciner Teilmenge § von 9 beziiglich der algebrai-
schen Konvergenz, in Zeichen: §t!, bezeichnen wir die Menge der Limes-
clemente aller algcbraisch konvergenten Folgen mit Elementen aus &
in B.

Es gilt:

a,v=12, ..

=0, B' =192, K</

Wenn SC 9 ist, so ist {K/C M.
Fiir die algebraische Konvergenz gelten:

lim alg (a, \V b,) = lim alg ¢, Y lim alg b,,
lim alg (a, N\ b,) = lim alg a, N lim alg b,,
lim alg (a, + b,) = lim alg a, +limalg b,.

Aus diesen Eigenschaften folgt: Wenn 9 ein Booleunterring von 8 ist,

so ist auch 9 ein Booleunterring von 9.
Wir definieren jetzt durch folgende transfinite Rekursionsformel die
&-te AbschlieBung eines Booleunterringes 2 von .
W=, A =%, A= 9%_,, falls & cine isolierte Ordinalzahl ist
und A = \J U, falls & eine Limesordinalzahlist. (Hierbei wird mit \ /
n<$

1 Bei allen Adjunktionen werden dic Operationen in ¥ durchgefiihrt.
2 Dje Operationen sind als in B durchgefiihrt zu verstehen.
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die mengentheoretische Vereinigung bezeichnet.) Es gilt offenbar:
Qloggtlg"'gmsg"'gmm,- §<w1’

wobei @, die erste nicht abzdhlbare Ordinalzahl bedeutet. Es gilt nun:
Jede AbschlieBung A £ = w,, ist ein Booleunterring von B und die
Vereinigung aller dieser Booleunterringe, d.h. das System:

A,V J A=Y,
<o
ist der kleinste g-Booleunterring von B iiber %. Den kleinsten o-Boole-

unterring von B iber A konstruiert man auch folgendermaBen: Man
konstruiert eine transfinite Folge:

WS WS - S AU - -

von Booleunterringen von B fiir jede Ordinalzahl & < w,, wie folgt:
(0) Ay = A, (£): Ist A, fiir << & schon definiert, so setze man S, = \J %,

n<é
und bilde das System €Zin . Man bilden dann €¢"?, dies ist ein Boole-

unterring von B. Man setze A = €{"*. Dann ist die Folge fiir jede

Ordinalzahl & < o, definiert und esist \/ 9, ein g-Booleunterring von
<,
B, der mit dem kleinsten g-Booleunterring von B iiber 9 zusammenfallt.

5.10. Distributivitit in Booleringen. Ein Boolering B heiBt g-distri-
butiv bzw. wvolldistributiv, wenn gilt: Fir jede Folge a;, t=1,2,...,

oo
bzw. jede Familie a;, i€ I, mit (8) \J a; bzw. (B) \J a; in B exi-

i=1 iel
. (o]
stiert auch (B) ba; bzw. (B)\/ba, in B und es gilt
t=1 tel
(o] oo B
(B) b .\jl a;=(B) \J ba;bzw. (B)b\ ) a; = (B) \J b a, fiir jedes be B.
1= =1 iel tel

Ein Boolering B heit im erweiterten Sinne o-distributiv, wenn er fol-
gende Eigenschaft besitzt:
Es sei N die Gesamtheit aller Folgen » — (

va{O, 1, 2} k=0,1,2,..
ben:

v, £ =0,1,2,...) mit
. Es sei ferner cine Doppelfolge gege-

Il

1,2, ...
%,5€ B, 1,2

0
0:

Il

)
7 s Gy e

e . © o
Wenn dann alle U a;; fiir 1=0,1, 2, v N U a; und
i=0 i=0j=0

N ay,y, fr alley € N in B vorhanden sind!, dann soll auch \ / ;o\
veN

o 0]

E=0 vy

k=g
! Die Operationen sind in B zu verstehen.
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in Y vorhanden sein und es soll gelten:

oo oo [ee]
[ 7
NN ;= J 7\
E=0j=0 reN k=0 °
Ein o-Boolering ist stets o-distributiv, aber im allgemeinen nicht im
erweiterten Sinne o-distributiv
Wenn in einem Boolering B dic obige Eigenschaft nur fiir Doppelfolgen
1 =01 2 ) 1=0,1,2,
mit a; ;< a; ;

» ]:0, -1’2'..., 6,9 =% j+ 1. ]:0’ l, 2',gllt, dann

hei3t der Boolering schiwach a-distributiv (vgl. Horn-TarskI [1]). Ein
Boolering B heillt im  erweiterten Sinne volldistributiv, wenn er fol-
gende Eigenschaft besitzt:

Es seien S und 7, € S, belicbige Indexmengen. Es bedeute R
die Menge aller Abbildungen ¢, die jedem g€ S ein ¢ (u) € T, zuordnen.
SchlieBlich sci a, ,€ B, €S, & T, cine Familic von Elementen aus
®B. Existieren dann in 9:

&, = N a,..ucS;, \Jd,; \J B uiy PE R
nesS

e TI' nesS

”i,jé %

so soll auch 1\ \J a, ;¢ in B existieren und es soll gelten:

ge R neS
\ —
‘\/7 /\ (l/l,l' - /-\ U (l/l,ll‘ (1)
neS re T,, e neS

Ein Boolering B ist dann und nur dann im erweiterten Sinne volldistri-
butiv, wenn er atomar ist (vgl. ExoyoTto [1], KowaLsky 71]).
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Boolesche Algebra 123

Booleunterring 124

—, n- 124

—, m-reguldrer 12

—, 0- 124

—, o-reguldrer 124, 125

—, totalregulirer 124

Booleverband 123

Borer 62

CARATHEODORY 2

Cavcny 27

Charakter, eines Feldes 49
—, cines W-Raumes 92
CziAszAr 115, 119, 120

Darstellung cines Aggregates, gitter-
artige 53

— eines Booleringes, separierte 21,
*))
23

— eines Booleringes, Stonesche 21

— ecines Monoms, symmetrische 8

— cines Monoms, normal-symmec-
trische 8

—, Quotienten-, eines bedingten W-
Raumes 116

—ssatz, von Loomis 43, 4

—ssatz, von Stone 20

dicht, algebraisch 17

—, w- 19
distributiv 128
—, - 128

—, 0-, im erweiterten Sinne 128

—, a-schwach 129

—, voll 129

Durchschnittcigenschaft, endliche
102

Einbettung 126

—, M-reguldre 126
—, o-reguldrc 126
—, totalregulire 126
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IZinbettungsproblem 73

Einheit eines Booleringes J, 122

cmpirisch

—c¢ DBasis 47

—es W-Feld 20

IExoyoro 36, 43, 129

Entlernung in einem W-Leld 27

Iireignis 4, 3%

—, Elementar- 39, 123

—, fastgewisses 12

—, fastmogliches 12

—, realisierbares 6

—se, freic 8

—, Null- 12

—, Produkt-(kurz: £7-) 69

—raum 115

Erweiterung cines Quasi-117 13

—, kanonische, eines Quasi-I7 16

— eines Booleringes 74, 75, 126

—, my-regulire m-, eines Booleringes
126

—, 0-, cines DBooleringes 126

—, maximale, minimalc o-, cines
Booleringes 74

—, o-reguldre m-, eines Booleringes
126

—, totalregulire m-,
ringes 120

— eines bedingten W-Raumes 118

— eines W-Produktfeldes H5

— cines W-Feldes 25

—— cines W-Feldes, metrische 27

— eines W-Feldes, Borelsche 42

— eines W-Feldes, Lebesguesche 42

—, o-, eines W-Feldes 31

— eines W-Raumes 42

—, Borelsche 42

—, Lebesguesche 42

__ ¢g-, des linearen
W-Raumes 92

—, cchte 92

—, nichtseparable und invariante
(nach KAKUTANI-OXTOBY) g-,
des linearen Lebesgueschen V-
Raumes 92

—sproblem 13, 118

cines Doole-

Lebesgueschen

Feld 4

—, Intervall- 10

—, uneigentliches 6

—, Wahrscheinlichkeits- (kurz: -
Feld) 4

_— atomfreies 47

1,

—, empirisches 20, 47

Feld, Jordanisches 12

—, mit geordneter Basis -0

—, Lebesguesches 13

—, (linear Lebesguesches 16

—, w-separables 20

—, Quasi-W- 12

—, Wahrscheinlichkeits-, o- 23

—, (empirisches von diskretem, ge-
mischtem, stetigem Typus) H0

IFficuTENHOLZ 1Y, 78

IF'olge von LEreignissen, w- fundamen-
tale (Cauchysche) 27

— von LEreignissen, w-konvergente
27

— von Ercignissen, w-Null- 27

Gewillheit 6
Gitlerzerlegung 53
GNEDENKO 112, 113
Grenzprodultelement 60
Grumnmicu 62

Halbordnung s. Ordnung
HavLmos 109, 111, 114
HAusDORFF 40, 78, 97
HeLsoN 88

HerMES 123

Hewitt 22, 306, 37
HILBERT 6

HongGes 36
Homomorphismus 112, 123
—, fast 113

—, 0- 125

Horx 9, 13, 306, 43, 129
Hiille, w- 29

Ideal 123

— der Nullercignisse 12
—, Haupt- G4

—, Prim- 123

—, 0- 125

Isometrie 7

—typen 50

isomorph, ¢-Streckungs- 50
Isomorphismus 123

—, separierter 21, 23
—, fast 113

JEssEN 111
Kakurast 3, 92, 93

KaNTOROWITSCH 20, 78
Karpros 2, 23, 30, 50, 52, 53, 62
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—, aufsteigende, von Bedingungen
121

KoLMOGOROFF 1, 2,
109, 112, 113

Kompakt

—e Quasi-\W 105

—er topologischer W-Raum 101, 102

komplett

—er ¢-W-Raum 42

—heit eines MaBes 95

—ierung eines o-W-Raumes 108

Konvergenz, algebraische 26, 126,
127

— nach W 25

—, Ordnungs- 26

—, stochastische 25

—, @w- 2D

3, 94, 39, 42,

—, w-stetige 26
KowaLsky 129
KRICKEBERG 3

Linge cines Monoms 8

Loomis 43, 44

Lo6s 16, 21

MACNEILLE TH, 126

Manaram 36, 63, 64, 65

MaB 15

—, iiuBeres (inneres) 11

—verband 50

MarczEwskl 16, 63, S8,
108, 111, 112

Maoglichkeit 6

Monom 8

100, 102,

voN NEUMANN 114
Nikopvya 25

Null eines Booleringes
—ereignis 12

122

Ordnung 123

—, Halb- 123

-, teilweise 123
—-skonvergenz 26, 1
Oxrtony 3, 92, 93

27

perfekt

—cr o-W-Raum 112,

Produkt 51

——, Boolering 65 '

-, cartesisches 51, (von Booleringen
51, von W-Teldern 55, von W-
Riumen 65)

113

Namen- und Sachverzeichnis 135

Produlkt, cartesisches -, nach
SikorsKI 74, (maximales 75,
minimales 76)

—element 52

—ereignis H2

—ereignis, Grenz- 60

—korper 65

—, -, Korper GG

—, W-Feld 55

—, 6-\W-Feld 55

—, W-, raum 65

—, 6-\W-, raum (6

—zerlegung eines \W-I'eldes 70

Pseudounabhingigkeit 108

—, M-g- 108

Quasi

— -Kompalktheit 112

— -Wahrscheinlichkeit (kurz: Quasi-
W)

— -W-Feld 4

Quotientendarstellung einer beding-
ten W. 116

Quotienten-Typus s. Typus

Raum

—, Ereignis- 115

—, Produkt- 65

—, W-Produkt 65

—, Wahrscheinlichkeits-, (kurz: W-
Ranm) 42, bedingter 115, Borel-
scher 42, kompakter 101, kom-
pletter 42, Lebesguescher 42,
linear Iebesguescher 46, lokal-
kompakter 101, Quasi-kompak-
ter 112, strikt-topologischer 101,
topologischer 101)

—, a-\V- 42
realisierbar
relativ

—, o-additiv 23
—stetig 23

ReENy 3, 115, 116, 117,
Restklassen

—ring 12, 125

— W-Teld 13
RyLL-Narnzewski 21, 108, 111, 112,

114

118, 119

SAKS 100

Satz

-— von Baxacn 86

— von Koryocororr 109, 111
—- von lLooyis 44
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CSatz von MaHaraM Gd topologisch, strikt- 101
— von StoxE 20 Typus eines empirischen ¢-W-Feldes
— von TaARrRskI-HAUSDORFF 97 (diskreter, gemischter, stetiger)
separabel 50, a1
—, algebraisch 17 —, Quotienten-, eines bedingten W-
—, w- 20 Raumes 117
—,im Sinne von HAaLMOsS-VON
NEUMANN 114 ULay 13
—, fast 114 unabhingig
SHERMAN 8(C —, algebraisch 71
SayitH 30 —, fast (o-fast) 80
Sikorskr 43, 51, 63, 67, T4 —, mengentheoretisch (a-) 77, 78
SPARRE-ANDERSEN 111 —, stochastisch 80
stabil 32, 124 —, w- 67
stetig 23 Unmaoglichkeit 6
—, relativ 23 Unterfeld 7
—, w- 26 —, W- 7
striktpositiv 4 unvereinbar 6
Sprung eciner Kette von Bedin- | unvertriglich 6
gungen 121
e
Ei(s)t\elr:n wll, S Verb;m(l, Boolescher 123
— von Bedingungen 116 \Tsczx‘f.gercnz 12?. 11. 113
—. (additives) 129 crteilungsfunktion 11, 113
—, (quasi-additives) 122
—, Kompakta- 102 VAN DER WAERDEN 122
Wahrscheinlichkeit (kurz: W.) |
Tarskr 9, 18, 36, 43, 80, 97, 129 | —, bedingte 116
Transformation —, Quasi- 4
—, W-p-absolutinvariante 96 —s-Feld s. Feld
—, N-p-invariante 96 —s-Raum s. Raum
topologisch 101 —s-Unterfeld 7
—, lokal- 101 WaLp 1
LA LA
P (>
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